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1. Messen, MaBsysteme und Vektoren

1.1. Messen in der Physik

Die Physik beobachtet die Natur und versucht Ge-
setzméBigkeiten daraus abzuleiten. In diesem Vorgang
spielt das Messen von physikalischen Groéfien eine zen-
trale Rolle.

Soll z.B. der freie Fall eines Steins untersucht werden,
so muss der zeitliche Verlauf der Position des Steins
gemessen und analysiert werden. Liegen einige Mes-
spunkte vor, so kann daraus ein physikalisches Gesetz
abgeleitet werden.

Allgemein wird beim Messen mit einer anderen Gro-
Be, der Einheit, verglichen. Wenn ein Gegenstand 1,75
Meter lang ist, so wird dieser mit der Einheit Meter
verglichen. Es wird festgestellt, dass dieser 1,75 mal so
lang wie ein Meter ist.

Ausnahme von der vergleichenden Messung ist das
Zahlen von diskreten Ereignissen oder Gegenstéanden.

1.1.1. Systeme von Einheiten

Es stellt sich die Frage, mit welchen Einheiten ver-
glichen wird. So kann z.B. eine Lénge mit dem typi-
schen Durchmesser eines Atoms (Angstr('jm), einer ty-
pischen Daumenbreite (das Inch), der Lénge des Fu-
Bes oder Armes eines Monarchen (das englische Fufl
und Yard), dem 10.000.000sten Teil des Erdquadran-
ten (das Meter) oder der Strecke, die das Licht in einem
Jahr zuriicklegt verglichen werden.

Je nach Wissenschaftsgebiet und Region gibt es un-
terschiedliche Vorlieben fiir Systeme von Einheiten. So
wird in der Astronomie mit Lichtjahren gerechnet und
in der Kristallografie das Angstrém bevorzugt. Inner-
halb eines Systems von Einheiten konnen Messgrofien
ohne Probleme verglichen werden. Schwierigkeiten tre-
ten auf, wenn zwischen Systemen von FEinheiten ge-
wechselt werden muss. Angefangen von dhnlich ausse-
henden Schrauben, die aufgrund unterschiedlicher Ein-
heiten doch nicht kompatibel sind, bis hin zu interna-
tionalen Projekten, bei denen Zahlen aus Zeichnungen
unachtsam iibernommen werden. (Prominentes Bei-
spiel ist der Mars Climate Orbiter, der durch das Ver-
wenden verschiedener Einheitensysteme im September
1999 in der Mars-Atmosphére zerstért wurde.)

Um dem Abhilfe zu schaffen wurde ein internationa-
les System von Einheiten definiert, das SI-Mafisystem.
Es sieht einen Satz von sieben Basiseinheiten vor (Ab-
schnitt1.1.2), von denen weitere Einheiten abgeleitet
werden (Abschnitt 1.1.3). Damit ein grofier Wertebe-
reich fiir eine Messgrofle abgedeckt werden kann, sind
eine Reihe von Faktoren vorgesehen, die in Tabelle 1.1
aufgelistet sind. (Vorsicht ist bei den Vorfaktoren in der
EDV geboten, bei denen mit Potenzen von 2'° = 1024
gearbeitet wird.)

1.1.2. Basiseinheiten im SI-System

Das SI-System sieht sieben Basiseinheiten vor, siehe
Tabelle 1.2.

Die Ldnge wird in Metern, Einheitenzeichen m ge-
messen. Urspriinglich war das Meter durch den 10-
millionsten Teil des Erdquadranten definiert. Das ist
die Strecke vom Nord- oder Siidpol bis zum Aquator
geteilt durch 10 Millionen. Ende des 18. Jahrhunderts
vermessen galt das daraus erstellte Urmeter fiir gut 2%
Jahrhunderte als Referenz fiir das Meter. Heute wird
das Meter indirekt iiber Lichtgeschwindigkeit und Zeit
definiert. Ein Meter ist die Strecke, die ein Lichtstrahl
im Vakuum in 1/299.792.458 Sekunden zuriicklegt.

Die Zeit wird in Sekunden, Einheitenzeichen s ge-
messen. Wahrend urspriinglich die Sekunde iiber den
Bruchteil eines Tages bestimmt wurde, wird heute die
frequenzabhingige Absorption des Isotops '23C's ver-
wendet. Die Frequenz eines Senders wird mithilfe dieses
Isotops auf 10713 genau geregelt, wobei eine Sekunde
mit 9.192.631.770 Perioden dieser Schwingungen defi-
niert ist. Die heutigen Atomuhren basieren auf diesem
Prinzip.

Die Masse wird in Kilogramm, Einheitenzeichen kg
gemessen. Die Einheit hebt sich von den anderen SI-
Basiseinheiten dadurch ab, dass der SI-Vorsatz Kilo
elementarer Bestandteil der Einheit ist. Soll ein anderer
Vorfaktor verwendet werden, so wird dieser relativ zum
Gramm angegeben. Beispiel: Eine Tonne entspricht ei-
nem Mega-Gramm, und nicht einem Kilo-Kilogramm
(1t=1Mg). Die Masse ist die einzige unter den SI-
Basiseinheiten, die noch von einem Prototyp abgeleitet
wird. Der Prototyp ist ein Zylinder aus einer Platin-
Iridium Legierung, der in einem Safe in Paris aufbe-
wahrt wird. Es wird derzeit intensiv daran gearbei-
tet, das Kilogramm von einer physikalisch elementaren
Grofle abzuleiten. Ziel ist es, eine Genauigkeit von etwa
10~8 zu erreichen!

Die Temperatur wird in Kelvin, Einheitenzeichen
K, gemessen. Sie beginnt beim absoluten Nullpunkt
und hat beim Tripelpunkt reinen Wassers den Wert
273,16 K. Dieser merkwiirdig anmutende Wert wur-
de so gewéhlt, damit Temperaturdifferenzen in Kelvin
und Celsius den gleichen Betrag ergeben.

Der elektrische Strom wird in Ampere, Einheiten-
zeichen A, gemessen. Es ist die Menge an Strom, die
fiir zwei unendlich diinne Leiter im Abstand von 1m
benétigt wird, so dass zwischen den Leitern eine Kraft
von 200nN pro Meter Drahtlange entsteht.

Lichtstirke wird in Candela, Einheitenzeichen cd,
gemessen. Das Candela bschreibt den Lichtstrom pro
Raumwinkel und beriicksichtigt die Physiologie des
menschlichen Auges. Licht mit einer Frequenz von
540 THz und mit einer Leistung von 1/683 Watt pro
Raumwinkel definiert 1 cd. Eine normale Haushaltsker-



Vorsilbe  Abkiirzung Faktor

Exa- E 1018 = 1000000000000 000000

Peta- P 1015 = 1000 000 000 000 000

Tera- T 1012 = 1000000 000 000

Giga- G 10° = 1000000000

Mega- M 108 = 1000000

Kilo- k 103 = 1000

Hekto- h 102 = 100

Deka- da 10! = 10

- - 10° = 1

Dezi- d 107! = 0,1

Zenti- C 102 = 0,01

Milli- m 1073 = 0,001

Mikro- 1 106 = 0,000 001

Nano- n 107? = 0,000 000001

Piko- P 10712 = 0,000 000 000001

Femto- f 1071 = 0,000 000 000 000 001

Atto- a 10~'®* = 0,000000000000 000001

Tabelle 1.1.: Vielfache von Einheiten

Grofle Einheit Zeichen obiger Gleichung zu tun. So ist z.B. cm® immer noch
Lénge Meter m eine kohérente Einheit.)
Zeit Sekunde S
Masse Kilogramm kg 1.1.4. Rechnen mit Einheiten
Temperatur Kelvin K
elektrischer Strom Ampere A Héufig muss zwischen Einheiten gewechselt werden und
Lichtstirke Candela cd nicht selten treten dabei Probleme auf. Ein sicherer
Substanzmenge Mol mol Weg ist das Multiplizieren mit Briichen, die den Wert

Tabelle 1.2.: Die SI-Basiseinheiten

ze hat eine Lichtstéarke von etwa 1 cd.

Die Substanzmenge wird in Mol mit Einheitenzei-
chen mol gemessen. Es ist die Stoffmenge eines Ma-
terials, das aus genauso vielen Einzelteilchen wie 12g
des Isotops 12C besteht. Die Anzahl der Einzelteilchen
eines Mols ist durch die Avogadro-Konstante Ny =
6,02214179(30) - 10**mol ! gegeben. (Die Zahl in den
Klammern gibt die Unsicherheit der letzten Ziffern an.)

1.1.3. Abgeleitete Einheiten im SI-System

Die sieben Basiseinheiten kénnen zu weiteren Einhei-
ten kombiniert werden. So wird die Geschwindigkeit in
Metern pro Sekunde angegeben: [v] = ms™ = 2 oder
die Kraft in Newton: [F] =kgms 2 = kf—;n =N.
Allgemein ergibt sich die abgeleitete Einheit einer
Grofle @@ durch einen Faktor a und die sieben Baisein-

heiten mit unterscheidlichen Exponenten {n; ...nz}:

[Q] = am™s"?kg™ K" A" cd"®mol"”

Hat der Faktor a den Wert 1, so sprechen wir von
kohdrenten SI-Einheiten. So ist z.B. ein Kubikmeter
eine kohérente SI-Einheit, das Liter dagegen nicht.

Eine Einheit kann mit einem Faktor aus Tabelle 1.1
versehen werden, um angemessenere Zahlenwerte zu er-
zielen. (Dieser Faktor hat nichts mit dem Faktor a in

eins haben. Als Beispiel soll die Geschwindigkeit eines
Léaufers, der 100m in 10s lduft, also 10 %, in kTm um-
gerechnet werden:

m lkm 3600s 36
s 1000m 1h 7 h

Einheiten dienen auch als ein erster Test fiir auf-
gestellte Gleichungen. So miissen die Summanden bei
Addition und Subtraktion, sowie die Werte auf beiden
Seiten von Gleichungen und Ungleichungen Einheiten
haben, die zum Messen gleicher Gréfle verwendet wer-
den. Wenn zur Berechnung einer Zeit am Ende eine
Strecke heraus kommt, so muss zweifelsohne ein Fehler
vorliegen.

Des Weiteren diirfen die Argumente vieler Funktio-
nen keine Einheit haben. Beispiele sind die Exponenti-
alfunktion und die trigonometrischen Funktionen. Hat
z.B. der Sinus ein Argument mit der Einheit Meter,
so muss ein Fehler vorliegen. Das wird spétestens da-
durch deutlich, dass die Strecke, gemessen in Meter,
dann auch z.B. in Kilometer oder inch umgerechnet
werden kann, und der Sinus mit anderen Argumenten
dann auch andere Werte liefert.

Korrekte Einheiten sind noch kein Garant fiir ei-
ne korrekte Gleichung. Mathematisch ausgedriickt sind
korrekte Einheiten eine notwendige, aber keine hinrei-
chende Voraussetzung fiir eine korrekte Formel.

m
10 — =10
S

1.1.5. Messfehler

Das Messen einer kontinuierlichen Grofle bringt einen
Messfehler mit sich. Dabei unterscheiden wir zwischen



absoluten und relativen Fehlern.
Der absolute Fehler F' ist die Abweichung zwischen
dem abgelesenen Wert x, und dem realen Wert x,.:

F=Ax=2x2,—x,

Der relative Fehler f ist der absolute Fehler F geteilt
durch den realen Wert z,.:

Ax  xz,

f=—=22_1

T, T,

fir z. #0

Die Ursachen von Fehlern koénnen vielseitig sein.
Zunéchst gibt es grobe Fehler aufgrund unsachgeméfler
Messungen, auf die hier nicht weiter eingegangen wer-
den soll. Es wird davon ausgegangen, dass die Messun-
gen mit ,gesundem Ingenieur-Verstand“ durchgefiihrt
werden. Des Weiteren wird zwischen systematischen
und zufdlligen Fehlern unterschieden.

Systematische Fehler haben, wie der Name vermuten
lasst, eine systematische Ursache. Dazu gehoren z.B.
schlecht abgeglichene Messinstrumente, abweichende
Messbedingungen (Temperatur, Luftfeuchtigkeit etc.)
oder eine ungenaue Spannungsversorgung. Eine beson-
dere Art der systematischen Fehler sind die konstanten
Fehler. Sie entstehen z.B. durch verschobene Skalen,
verstellte Uhren oder das schrige Ablesen von Zeigerin-
strumenten. Der abgelesene Wert ist um einen konstan-
ten Wert zu grofl oder zu klein. Bei der Messung von
Differenzen heben sich konstante Fehler auf. So kann
z.B. mit einer verstellten Uhr dennoch eine genauere
Zeitspanne gemessen werden.

Zufillige Fehler zeichnen sich dadurch aus, dass sie
genauso oft positiv wie negativ auftreten. So wird bei
der Messung der mittleren Larmbeléstigung an einer
Autobahn bei jeder Messung ein etwas anderer Wert er-
mittelt. Prinzipiell kann der zuféllige Fehler durch wie-
derholte Messungen beliebig reduziert werden. Haufig
sind aber wiederholte Messungen nicht moglich, oder
der verbleibende Fehler wird durch systematische Feh-
ler begrenzt. Die Statistik beschéftigt sich ausfiihrlich
mit diesem Thema, auf dass hier nicht weiter eingegan-
gen wird.

1.1.6. Fehlerfortpflanzung

Oft besteht eine gesuchte Messgrofie aus einer Kom-
bination mehrerer Messgroflen. So wird z.B. die Ge-
schwindigkeit v eines Korpers iiblicherweise iiber die
zuriickgelegte Strecke Ad wéhrend eines Zeitintervalls
At ermittelt: v = % Die Genauigkeit des Ergebnisses
héngt dann von den Fehlern der einzelnen Messungen
ab.

Sind fiir eine gesuchte Grole y = f(x1,22,...,2n)
die Fehler Ax; der einzelnen Messgroflen x; bekannt
und relativ klein (|Az;| < 2;), so kann der Fehler der
gesuchten Grofle y mit dem Gesetz zur Fehlerfortpflan-
zung abgeschétzt werden:

n

Ayzz

i=1

of
85(}7;

Beispiel: Fiir die Messung der Schallgeschwindigkeit
wurden zwei Mikrofone in einem Abstand d von 30m
auf 2cm genau positioniert. Es wurde ein Knall er-
zeugt, und die Zeitdifferenz ¢ der Signale an den Mi-
krofonen mit 88,3 ms auf 0,5ms genau gemessen. Die

- 1°

Abbildung 1.1.: Messung der Schallgeschwindigkeit.

gemessene Schallgeschwindigkeit betrégt:
d 30m

t  883ms

= 339,8m/s

Der zu erwartende Messfehler betriagt in etwa:

9 d 8 d
Av= | L8 Ad+ | L2 At
! 8dt‘ * 8tt‘

1 d

—2lad+|-Za
t‘ d+‘ ape

—30m

p— —_— .2 . .

88,3 ms Cm+‘(88,3ms)2 0,5ms

=0,23m/s+ 1,92m/s = 2,15m/s

Wir wollen drei Sonderfiille betrachten: Erstens, die
Fehlerfortpflanzung bei Summen und Differenzen. Mit
y = f(x1,22) = ©1 £ x2 und den Messfehlern Az; und
Axo folgt fir Ay:

Ay = 'ail(xl iCL‘g) Az + ‘aiQ(’El iJ?Q) Axo
= |1|A$1 + | + 1|A.132
= Azy + Azy (1.2)
Das heifit:

Bei Summen (und Differenzen)
addieren sich die absoluten Fehler.

Zweitens, die Fehlerfortpflanzung bei der Multipli-
kation liefert ein &hnliches Bild. Mit y = f(z1,22) =
2122 und den Messfehlern Ax; und Az folgt fiir den
relativen Fehler Ay/|y|:

A 1
2Y _ (‘ 0125 Az + ‘8w1x2 A:Eg)
|y |21 22| Oxq Oz
1
= — (‘l‘g‘A.’L‘l + |Z‘1‘Al‘2)
|z122]
A A
_42n A (1.3)
lz1| 2ol

Es bleibt dem Leser zu iiberpriifen, dass sich bei einer
Division ebenfalls die relativen Fehler addieren.
Das heif3t:



Bei Multiplikationen (und Divisionen)
addieren sich die relativen Fehler.

Drittens, bei Potenzen handelt es sich um eine n-
fache Multiplikation: Mit y = f(z,n) = a™ folgt fiir
den relativen Fehler Ay/|y|:

Ay 1 [0x™
ol A S il N
lyl || O
1
= — ’n x"_1| Az
|z"|
1 A
= e o5
|z"| |z|
Ax
= In|— (1.4)
|z
Das heifit:
Bei Potenzen werden die relativen Fehler
mit dem Betrag des Exponenten multipliziert.
Beispiel: Sie wollen mit Ey, = Zv? die kineti-

sche Energie eines Korpers bestimmen und konnten die
Masse m auf 0,5% und die Geschwindigkeit auf 1% ge-
nau bestimmen. Wie wirken sich die Ungenauigkeiten
auf die kinetische Energie aus?

Allgemeiner Losungsansatz:

AByy = | 25kn | Ay 4 [2Bkin| o,
am v
0 m , om 4
— = 2. . = 02001 -
B 2v 0,005 m+‘€)v 21} 0,01 v

- %v“' -0,005 + 2 - %7} -0,01

— Ein - 0,005 + 2 - Eign - 0,01
AEﬂkin
Eyin

= 0,005 + 20,01 = 2,5%

Wir kénnen uns auch daran erinnern, dass sich bei
der Multiplikation die relativen Fehler addieren und
bei Potenzen diese mit dem Betrag des Exponenten
multipliziert werden:

AEjkin

=05%+2-1% =2,5%
kin —_—

1.2. Vektoren zur Beschreibung
von gerichteten GroBBen

In diesem Abschnitt betrachten wir grundlegende Ei-
genschaften der Vektorrechnung. Leser, die mit der
Vektorrechnung bereits vertraut sind, konnen diesen
Abschnitt tiberspringen.

1.2.1. Skalare und Vektoren

Grofen, die durch eine reelle Zahl vollstdndig darge-
stellt werden konnen, werden Skalare genannt. Beispie-
le sind Temperatur, Masse, Energie, Leistung etc.
Andere Groflen, die zu ihrer vollstdndigen Beschrei-
bung zusétzlich Angaben iiber die Richtung und ab

und zu auch {iiber ihren Drehsinn bené6tigen, werden
Vektoren genannt. Beispiele sind Geschwindigkeit, Be-
schleunigung, Kraft, Rotation, elektrisches Feld etc.

In diesem Skript werden Vektoren in Formeln durch
fett gedruckte Buchstaben dargestellt, z.B. r, v oder
a. Andere iibliche Darstellungen sind mit einem Pfeil
iiber dem Buchstaben (7) oder mit einem Strich unter
dem Buchstaben (r). Skalare werden durch nicht fett
gedruckte Buchstaben dargestellt, z.B. m, ¢ oder P.
Wird ein Vektor wie ein Skalar dargestellt, so ist damit
dessen Betrag gemeint:

r=|r|

1.2.2. Kartesische Koordinaten

Abbildung 1.2.: Kartesische Koordinaten eines Vek-
tors.

Vektoren werden meist in einem Kartesischen Ko-
ordinatensystem dargestellt, wobei der Vektor durch
seine Kartesischen Koordinaten beschrieben wird. Die
zwei oder drei Koordinaten werden zu einem mathe-
matischer Vektor zusammengefasst:

r= (Tﬂ?v Ty)

In der Mathematik gilt:

Zeilen- und Spaltenvektoren werden unterschieden:

e # (17)

Ein Vektor r wird als Spaltenvektor angenommen:

= ()

Die Umrechnung zwischen Zeilen- und Spaltenvektor
erfolgt mittels Transponierung:

(resry) = (:y)T bzw. (:y) = (rg,1y)"

Um Platz zu sparen werden Spaltenvektoren haufig
durch transponierte Zeilenvektoren dargestellt:

r= (Tw,Ty)T



Vektoren in der Physik:

Eine Differenzierung zwischen Zeilen- und Spaltenvek-
toren ist nicht notig. Von daher wird die einfache
Schreibweise der Zeilenvektoren verwendet:

r=(ryTy)

1.2.3. Polare und Kartesische Koordinaten

Ein Vektor kann unterschiedlich dargestellt werden.
Fiir den zweidimensionalen Fall bieten sich zwei Mog-
lichkeiten an: Die Beschreibung durch kartesische und
polare Koordinaten.

Im kartesischen Koordinatensystem wird ein Vektor
durch zwei rechtwinklig aufeinander stehende Koordi-
naten wiedergegeben, siche Abbildung 1.3. Im polaren
Koordinatensystem wird der selbe Vektor durch Betrag
(,Lénge* des Vektors) und Winkel (von der positiven
x-Achse im Uhrzeigersinn gemessen) dargestellt.

Y

A
Tx

Ty

Pr

- T
Abbildung 1.3.: Ein im Vektor Koordinatensystem.

Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 1.3 lassen sich
die kartesischen Koordinaten mit den folgenden Glei-
chungen aus den polaren Koordinaten bestimmen:

Ty = T COS @y (1.5)
1.6

Ty = TSI Yy

Fiir den umgekehrten Fall ldsst sich Betrag und Win-
kel wie folgt berechnen:

r:|r|:,/r§+r§ (1.7)
pr = arctan2(ry, ry) (1.8)

Der Betrag eines Vektors wird durch senkrechte
Striche vor und nach dem Vektor angedeutet, z.B.
|r|. Die Arcustangens-Funktion mit zwei Argumenten
arctan2() bestimmt den Winkel tiber alle vier Quadran-
ten des Koordinatensystems:

arctan (%) -7

fir £<0 und y<0

-3 fir z=0 und y<0
arctan2(y,z) = ¢ arctan (%) fiir >0
5 fir x=0 und y>0
arctan (£)+m fiir <0 und y>0
(1.9)

Bei einem Betrag von null (|r| = 0) ist der Winkel
undefiniert.

1.2.4. Dreidimensionale Koordinaten

Fiir dreidimensionale Fragestellungen bieten sich ne-
ben dem kartesischen Koordinatensystem noch das zy-
lindrische und das sphdrische Koordinatensystem an.

Im zylindrischen Koordinatensystem wird ein Vektor
durch polare Koordinaten einer Ebene r,, und ¢ und
die Hohe z ausgedriickt, siche Abbildung 1.4.

z

T2y

x
Abbildung 1.4.: Zylindrische Koordinaten.

Mit r,, = (z,y) als den auf die zy-Ebene projizier-
ten Vektor r ergeben sich folgende Gleichungen:

Tey = V 2 4 y2
@ = arg(ryy)
2=z

X = Ty COS P
Y = TgySine

!
=z

Im sphdrischen Koordinatensystem wird ein Vek-
tor durch den Abstand zum Koordinatenursprung r,
dem Polarwinkel ¢ (Winkel zwischen positiver z-Achse
und Vektor) und dem Azimutwinkel ¢ (Winkel zwi-
schen der positiven z-Achse und dem auf die zy-Ebene
projizierten Vektor r,, = (z,y)) dargestellt. Ande-
re Namen fiir dieses Koordinatensystem sind Kugel-
Koordiantensystem oder rdumliches Polar-Koordina-
tensystem.

Abbildung 1.5.: Sphérische Koordinaten.

Es ergeben sich folgende Gleichungen:

r = /$2+y2+22

y = rsindsing ¥ = arccos (

x = rsind cos

-z
/$2+y2+22

z =rcos? = arg(ray)



1.2.5. Einheitsvektoren

Einheitsvektoren haben den Betrag eins und eine be-
liebige Richtung. Ein beliebiger Vektor a kann als Pro-
dukt des dazugehorigen Einheitsvektors e und dem Be-
trag des Vektors |a| dargestellt werden: a = elal.

Abbildung 1.6.: Vektor als Produkt von Einheitsvektor
und Betrag.

Von besonderem Interesse sind die Einheitsvektoren
in Richtung der kartesischen Koordinaten e, e, und
e, siehe Abbildung 1.7. Mit ihnen lassen sich Vektoren
als Gleichung darstellen:

z
A

€z

€z

xT

Abbildung 1.7.: Einheitsvektoren im dreidimensiona-
len Koordinatensystem.

a = (az,0y,0;) = az€y; + aye, +aze.

Andere verbreitete Notationen fiir die Einheitsvek-
toren im kartesischen Koordinatensystem sind 2, j, k
oder e;, €;, €.

1.2.6. Addition von Vektoren

Um die Summe von zwei Vektoren zu bilden, miissen
die kartesischen Koordinaten addiert werden, sieche Ab-
bildung 1.8.

at+tb=c
(az,ay) + (b, by) = (€, Cy)
(az + bay ay +by) = (Cay ¢y)
1.2.7. Subtraktion von Vektoren

Zur Bildung der Differenz zwischen zwei Vektoren
miissen die kartesischen Koordinaten subtrahiert wer-
den, siche Abbildung 1.9.

a—b=c

10

%I g + by =y
UQ c
=
l@ O b by
+ a
@Q ay b:v
Qg

Abbildung 1.8.: Addition von Vektoren.

Y
A bw Qg — bm = Cg
A
~
Q) ay —by =c¢y
b,| © < '
Yy
a
Qg "
> T

Abbildung 1.9.: Subtraktion von Vektoren.

(az; ay) — (bzyby) = (cascy)

(ag — bg,ay —by) = (ca, ¢y)

1.2.8. Multiplikation eines Vektors mit
einem Skalar

Wird ein Vektor a mit einem Skalar k multipliziert, so
werden die kartesischen Koordinaten des Vektors mit
diesem Skalar multipliziert:

b=ka = k(ag,ay) = (kag, kay)

In polarer Darstellung wird der Betrag des Vektors
mit dem Betrag des Skalars multipliziert. Fiir negative
Skalare muss der Winkel entsprechend um 180° gedreht
werden.

b| = [ka| = |k||a]
Pa firk>0
g +m firk<0und ¢, <0

o —m fiir k<0und ¢, >0

b =

Sollen zwei Vektoren miteinander multipliziert wer-
den, so muss zwischen Skalar- und Vektorprodukt un-
terschieden werden.

1.2.9. Skalarprodukt

Das Skalar- oder auch Punktprodukt ist wie folgt defi-
niert:

a-b=ab=|a||b|cosvaup (1.10)

Dabei steht @gp fiir den Winkel zwischen a und b.
Das Ergebnis des Skalarprodukts ist ein Skalar, also
eine Grofle ohne Richtung.



Fiir kartesische Koordinaten, hier mit drei Dimen-
sionen, gilt:

ab = a;b; + ayby +a.b, (1.11)

Anwendung ist z.B. ein Schienenfahrzeug, auf das
eine Kraft wirkt. Je besser die Richtung der Kraft mit
der Richtung der Schienen iibereinstimmt, desto héher
ist die Wirkung auf das Fahrzeug.

1.2.10. Vektorprodukt

Das Vektor- oder auch Kreuzprodukt von zwei Vekto-
ren ist wieder ein Vektor, der senkrecht auf beiden ur-
spriinglichen Vektoren steht. Der Betrag entspricht der
Fléche eines durch die urspriinglichen Vektoren aufge-
spannten Parallelogramms.

axb=c

le| = |a||b| sin pab (1.12)

Yab ist der zwischen a und b aufgespannte Win-
kel. Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ, d.h. die
beiden Argumente des Vektorprodukts diirfen nicht
vertauscht werden. Beim Vertauschen der Argumente
kehrt sich das Vorzeichen um:

axb=—-(bxa)

Die Richtung des Vektors ¢ kann iiber die , Rechte-
Hand-Regel“ ermittelt werden: Die Vektoren a, b und
c haben die gleiche Richtung wie Daumen, Zeige- und
Mittelfinger der rechten Hand.

Eine andere Eselsbriicke ist eine Schraube mit einem
Rechtsgewinde: Wird die Schraube um ¢ herum von a
iiber den kiirzesten Weg nach b gedreht, so bewegt sich
die Schraube in Richtung c.

Fiir dreidimensionale kartesische Koordinaten gilt:

(azby — agh.)e,

axb=(ayb, —a,by)e, +
aybs)e. (1.13)

+ (azby —
Der Betrag des Vektorprodukts entspricht der Fla-

che des durch die Vektoren aufgespannten Parallelo-
gramms, siehe Abbildung 1.10.

> T

Abbildung 1.10.: Vektorprodukt als Flidche eines Pa-
rallelogramms.

Anwendung ist z.B. ein mit @} geladenes Teilchen,
dass sich durch ein Magnetfeld B mit Geschwindigkeit

v bewegt. Es entsteht eine Kraft F' (die sog. Lorentz-
kraft) die senkrecht zu Teilchenbahn und Magnetfeld
steht.

F=QuxB
1.3. Aufgaben

Aufgabe 1.1: Rechnen Sie folgende Werte in kohé-
rente Einheiten um. (Suchen Sie ggf. im Internet nach
der Bedeutung der Einheiten.)

a) 5
b) 2 cl

¢) 72km/h
d) 70mph  (miles per hour)

Aufgabe 1.2: Sie unterhalten sich mit einem engli-
schen Freund aus London iiber den Benzinverbrauch
Threr Fahrzeuge. Sie freuen sich iiber Thre gemessenen
6,1 100k worauf Ihr Freund von 42 MPG spricht. Wes-
sen Fahrzeug verbraucht weniger Benzin?

Aufgabe 1.3: Betrachten Sie folgende scheinbare Lo-
sungen von Aufgaben. Welche kénnen unméglich rich-
tig sein?

a) v =100km + 1,5h

b) s =1,2km — 1200 cm
c)y= 81n(27r 3s)

d)t=/32 - (4m)} + 2

Aufgabe 1.4: Welche der folgenden Gleichungen sind
korrekt?

a) 1m = 10° nm

b) 10*ns = 0,01 ms

¢) 1,5h = 5400s

d) 100K — 50K =100°C —50°C

Aufgabe 1.5: Sie lassen einen Stein aus einer Hohe
h =5m 4 5cm mit einer vertikalen Anfangsgeschwin-
digkeit vg = 273 £0, 17 fallen. Die Erdbeschleunigung
g = 9,8 7 konnten Sie auf 2% genau bestimmen. Sie
berechnen die Postion des Steins zum Zeitpunkt ¢ mit
der Formel:
_ )
s=h+uvgt — =t
2

Wie genau ist Thr Ergebnis der Position s nach t =
1s+ 15ms?

Aufgabe 1.6: Rechnen Sie die folgenden Vektoren
in Polare Koordinaten um. Geben Sie die Winkel in
Bogenmaf3 an.

a) a = (G‘z?ay) = (1 s 2)

b) b= (bs,by) = (0, —2)

c) c=(czycy) = (-1, —1)

Aufgabe 1.7: Rechnen Sie die folgenden Vektoren in
kartesische Koordinaten um. Die Winkel sind in Bo-
genmaf} angegeben.

a) a=+v2, g, =1/4

b)b=5, ¢, =7/6

11



c)e=1, p.=-3n/4

Aufgabe 1.8: Es seien die Vektoren a = (2,1) und

b = (1, —1) gegeben. Berechnen Sie folgende Aufgaben:
a)a+b

Ja—>b

4-a

a-b

axb

b
C
d
e)

Aufgabe 1.9: Es seien die Vektoren a = (3,2,1) und
b = (1,2, —2) gegeben. Berechnen Sie folgende Aufga-

12



2. Bewegung auf einer Geraden

In diesem Kapitel betrachten wir einen Korper, der sich
auf einer Geraden bewegt. Das kann ein fahrendes Au-
to auf der Straflie sein, ein vom Baum fallender Apfel,
ein Lichtstrahl oder die Verschiebung der Kontinental-
platten. Immer haben wir es mit einer sich dndernden
Position, einer Geschwindigkeit und der Anderung der
Geschwindigkeit, der Beschleunigung zu tun.

2.1. Position, Bahn, Strecke

2.1.1. Position

Bewegt sich ein Korper auf einer Geraden, so kann sei-
ne Position relativ zu einem Fixpunkt auf der Geraden
zu jedem Zeitpunkt mit jeweils einer Zahl angegeben
werden. Hier tauchen die Begriffe Position und Zeit
auf. Der Zusammenhang zwischen Position und Zeit
kann durch eine Funktion beschrieben werden. Mit x
und ¢ fiir Position und Zeit schreiben wir x = f(t) bei
der f die Zeit t auf die Position = abbildet.

Fiir die beiden Groflen Zeit und Position muss je-
weils ein Bezugspunkt definiert werden. Wann ist die
Zeit null erreicht, und wo befindet sich die Position
null? Die Antwort héngt von dem betrachteten Pro-
blem und dem Ermessen des Beobachters ab.

Beispiel: Die schnellsten Laufer brauchen fiir 100 Me-
ter etwa 10 Sekunden. Um die Position eines solchen
Laufers entlang der Laufstrecke zu beschreiben, bietet
es sich an, den Startschuss als Zeitpunkt null, und die
Startlinie als Position null zu definieren, siche Abbil-
dung 2.1.

100m f--=-=--===--=----=-

0

0 10s

Abbildung 2.1.: Position eines L#ufers iiber eine Stre-
cke von 100 m.

2.1.2. Bahn und Strecke

Auch wenn sich in diesem Kapitel die Kérper nur auf
einer Geraden bewegen, so kann die Gerade beliebig im
Raum platziert sein. Die Strafle, auf der wir ein Auto
beobachten, kann beliebig auf der Erdoberflache ausge-
richtet sein. Der bereits erwahnte Apfel fallt senkrecht

herunter, dagegen kann sich ein Lichtstrahl beliebig im
Raum ausbreiten.

Die Bahn beschreibt die Linie, auf der sich der
Korper bewegt. In diesem Kapitel ist diese Linie immer
eine Gerade und kann durch eine Geradengleichung be-
schrieben werden. Einfacher ist es, die Position entlang
dieser Geraden zu betrachten. Wir fithren dafiir den
Begriff der Strecke ein. Die Strecke ist die zuriickgelegte
Distanz auf der Bahn, siehe Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2.: Der Weg als Anderung der Position
mit der Zeit im zweidimensionalen Raum.

In dem betrachteten Zeitraum At legt der Korper auf
seiner Bahn die Strecke s zuriick. In einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem wie in Abbildung 2.2 kann
der Satz des Pythagoras angewendet werden: s? =
(r2—21)%+ (y2 —y1)?. Im dreidimensionalen Raum gilt
entsprechend: s? = (2o — 21)? + (y2 —y1)% + (22 — 21)%.
Auf kurvigen Bahnen wird dies etwas aufwindiger, da-
zu spater mehr.

2.2. Geschwindigkeit

Geschwindigkeit ist die Anderung der Position eines
Korpers iiber die Zeit. Die Geschwindigkeit erhélt das
Formelzeichen v und wird in Metern pro Sekunde ge-
messen.

m
[v] = S

Viele der hier gezeigten Schritte werden wir ein zwei-
tes Mal auf dem Weg von der Geschwindigkeit hin zur
Beschleunigung gehen. Dazu im Abschnitt 2.3 mehr.

2.2.1. Mittlere Geschwindigkeit

Wird in der Zeit At = t9 — t; die Strecke As = s9 — 57
zuriickgelegt, so ergibt sich die mittlere Geschwindig-
keit durch den Quotienten der zuriickgelegten Strecke
und der bendétigten Zeit:

S9 — 81 As

= =
to—t; At
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In Abbildung 2.3 ist die zuriickgelegte Strecke als
Funktion der Zeit aufgetragen. Die Steigung der Kurve
an einem Punkt entspricht der momentanen Geschwin-
digkeit, die Steigung zwischen den beiden dargestellten
Punkten der mittleren Geschwindigkeit.

S
A

52

As
S1

Abbildung 2.3.: Mittlere Geschwindigkeit als Strecke
pro Zeit.

2.2.2. Momentane Geschwindigkeit

Zur Ermittlung der momentanen Geschwindigkeit las-
sen wir das betrachtete Zeitintervall immer kleiner wer-
den:

. As ds
U:AI%IEOEZEZS (2.1)
Der Punkt iiber dem s steht fiir die Ableitung nach
der Zeit.
Durch Integration von (2.1) kann die Strecke des
Korpers als Funktion der Geschwindigkeit ermittelt
werden:

(2.2)

2.2.3. Konstante Geschwindigkeit

Bewegt sich ein Korper mit konstanter Geschwindig-
keit vg, so wird von einer gleichférmigen Bewegung ge-
sprochen, sieche Abbildung 2.4.

S
A

S0

Abbildung 2.4.: Gleichférmige Bewegung.

Mit s(t) als die Position entlang der Strecke, vg als
den Betrag der Geschwindigkeit und sq als die Position
des Korpers zum Zeitpunkt ¢t = 0 lasst sich das Integral
in (2.2) allgemein l6sen:

14

s(t) = vot + so (2.3)

Wird bei einer gleichférmigen Bewegung der Ur-
sprung des Koordinatensystems und der Startzeit-
punkt geeignet gewahlt, so nimmt die Konstante sg
den Wert null an, und die Gleichung reduziert sich zu
s(t) = wvot.

Weitere Einheiten fiir die Geschwindigkeit: Im Stra-
Benverkehr werden km/h und mph (miles per hour)
verwendet. (Das umgangssprachliche ,,Stundenkilome-
ter“ ergibt physikalisch keinen Sinn und sollte ver-
mieden werden.) Fiir die Plattentektonik (Verschie-
bung der Kontinentalplatten) wird gerne Zentimeter
pro Jahr (cm/a) verwendet, um nur einige zu nennen.

2.3. Beschleunigung

Beschleunigung ist die Anderung der Geschwindigkeit
eines Korpers iiber die Zeit. Die Beschleunigung erhélt
das Formelzeichen a und wird in Metern pro Sekunde
zum Quadrat gemessen.

[a]:;g

Erhoht ein Korper seine Geschwindigkeit, so erfihrt
er eine Beschleunigung in Richtung seiner Bewegung.
Wird ein Korper abgebremst, so erfahrt er eine Be-
schleunigung in entgegengesetzter Richtung. In beiden
Féllen wird das Wort Beschleunigung verwendet.

2.3.1. Mittlere Beschleunigung

Wird in der Zeit At die Geschwindigkeit eines Korpers
um Aw verdndert, so ergibt sich die mittlere Beschleu-
nigung durch den Quotienten von Av und At:

Av
At

In Abbildung 2.5 ist die Geschwindigkeit als Funkti-
on der Zeit aufgetragen. Die Steigung der Kurve ent-
spricht der momentanen Beschleunigung, die Steigung
zwischen den beiden dargestellten Punkten der mittle-
ren Beschleunigung.

a =

2.3.2. Momentane Beschleunigung

Zur Ermittlung der momentanen Beschleunigung las-
sen wir das Zeitintervall immer kleiner werden:

T L
CT A0 At T At
Durch Integration von (2.4) kann allgemein die Ge-

schwindigkeit des Korpers ermittelt werden:

=7

(2.4)

o(t) = /a(t) dt (2.5)

Da die Geschwindigkeit die erste Ableitung der Posi-
tion ist, kann direkt der Zusammenhang zwischen Be-
schleunigung und Position des Korpers hergestellt wer-
den:



Anwendung 2.1: Durchschnitts-Geschwindigkeit

Ein Korper bewegt sich fiir die Zeit ¢; mit der Ge-
schwindigkeit vy {iber die Strecke s;. Danach bewegt
er sich fiir die Zeit t3 mit der Geschwindigkeit v, iiber
die Strecke ss.

Frage: Wie hoch ist die mittlere Geschwindigkeit a)
wenn die zwei Zeiten ¢; und to gleich sind, und b)
wenn die beiden Strecken s; und so gleich sind?

Fiir beide Teilaufgaben erstellen wir das v(t)-Di-
agramm, siehe unten. Die mittlere Geschwindigkeit
entspricht im v(¢)-Diagramm einer horizontalen Li-
nie, unter der sich die gleiche Fliche befindet, wie fiir
die beiden Teilstrecken s; und ss.

Die zuriickgelegte Strecke ist mit s 4+ so = vit1 +
vaty gegeben. Daraus ergibt sich die mittlere Ge-
schwindigkeit:

Fiir den Fall a) mit t = t; = ¢ folgt:

U1t+’02t V1 + Vg
Vg = =

t+t 2

Fiir den Fall b) mit s = s1 = s9 und t; = i bzw.
ty = é folgt:

2’[)1’02
V1 + V2

S1 + 8o S+ s

S S
’L)1+1)2

Vp =
t1+t2
Besonders die zweite Losung mag den einen oder

anderen Leser iiberraschen. Wenn z.B. ein Auto

zunéchst eine Strecke mit 50 km/h und dann die
gleiche Strecke mit 100 km/h fihrt, so betrigt die

o s14+ 8y vty + vats Durchschnitts-Geschwindigkeit nicht 75 km/h, son-
T Nt hLtts dern nur 662 km/h.
v v
A A
Vg fmmm oo oo —
B - N:
_ ! _ @
g [ --------- - EEEEEEEEE - Up [ =mmmmmmmm oo T g
V1 | Strecke so | V1 | g |
Strecke sq ! | Strecke s | 2 ;
0 : Lt 0 : — 1
0 3] i1+ 12 0 31 i1+ 12
Mit s(t) und v(t) als Strecke und Geschwindigkeit
entlang der Bahn, a( als die Beschleunigung in Rich-
tung der Bahn und vy und sg als Geschwindigkeit und
Position zum Zeitpunkt ¢ = 0 lassen sich die Integrale
in (2.5) und (2.7) allgemein 15sen:
v(t) = aopt + vo fiir ap = konst.  (2.8)
> 1
s(t) = 9042 4 vot + Sg fiir ap = konst.  (2.9)

Abbildung 2.5.: Mittlere Beschleunigung als Anderung
der Geschwindigkeit pro Zeit.

alt) = % _ (2.6)
s(t) = / / alt) dt? 2.7)

Die zwei Punkte iiber dem s bezeichnen die zweite Ab-
leitung nach der Zeit.

2.3.3. Konstante Beschleunigung

Wird ein Kérper in Richtung seiner Bahn konstant mit
ao beschleunigt, so ergeben sich einige Vereinfachun-
gen, siche Abbildung 2.6.

2

Héaufig koénnen die Startbedingungen so gew#hlt wer-
den, das die Konstanten so und vy gegen null gehen.
Dadurch kénnen die genannten Gleichungen weiter ver-
einfacht werden.

2.4. Darstellung im v(t)-Diagramm

Das v(t)-Diagramm beschreibt die Darstellung einer
Bewegung als Geschwindigkeit in Abhéngigkeit der
Zeit, sieche Abbildung 2.7.

Wird ein Korper im Zeitintervall to — ¢; beobachtet
und im ov(¢t)-Diagramm dargestellt, so entspricht die
Fléche unter der Kurve der zuriickgelegten Strecke, die
Geschwindigkeit kann unmittelbar abgelesen werden,
und die Steigung der Kurve gibt die Beschleunigung
wieder.

Soll die Bewegung eines Korpers analysiert werden,
so vermittelt die Darstellung im v(¢)-Diagramm schnell
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Anwendung 2.2: Freier Fall

Frage: Wie lange braucht ein kleiner schwerer Stein
bis auf den Boden, wenn er aus einem Turm fallen ge-
lassen wird? Hinweis: Die Erdbeschleunigung betrigt
an der Erdoberfliche etwa go = 9,813

Losung: Der Hinweis kleiner schwerer Stein deu-
tet darauf hin, dass der Luftwiderstand vernachléssigt
werden kann. Da die Hohe des Turms nicht angege-
ben ist, gehen wir allgemein von der Hohe h aus. Die
Anfangsgeschwindigkeit vg ist null und wir setzen den
Ursprung unseres Koordinatensystems auf die Stelle,
an der der Stein fallen gelassen wird zum Zeitpunkt
null (so = s(t=0) = 0), sieche Abbildung. Mit diesen
Voraussetzungen kann Gleichung (2.9) nach der Zeit
aufgeldst werden:

Beispiel: Fiir eine Hohe von 10 Metern ergibt sich:

210 [202
t(h:mm):,/%lg: 9851 ~ 1,435
9 s2 )

A

Strecke s

Abbildung 2.6.: Gleichformige Beschleunigung.

|
} Strecke s
|

Abbildung 2.7.: Darstellung im v(t)-Diagramm.
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eine Vorstellung iiber die Abldufe im betrachteten In-
tervall.

2.5. Aufgaben

Aufgabe 2.1: Sie beobachten eine Murmel, die sich
ungehindert auf einer geraden Bahn von den Koordi-
naten (z1,71) = (20cm, 30cm) zu den Koordinaten
(z2,y2) = (50cm, 70 cm) bewegt. Welche Strecke hat
die Murmel zuriickgelegt?

Aufgabe 2.2: Im Jahr 2011 lief Patrick Makau Mu-
syoki aus Kenia den Berlin-Marathon (42,195km) in
nur 2:03:38 und hélt damit bis heute den Weltrekord in
dieser Disziplin. Berechnen Sie die mittlere Geschwin-
digkeit in SI-Einheiten.

Aufgabe 2.3: Bei einem 100 m-Rennen werde der
Startschuss auf der Zielgeraden gegeben. Wie grof} ist
der zeitliche Vorteil eines Léufers, der auf den Rauch
und nicht auf den Knall der Pistole achtet? Nehmen
Sie die Schallgeschwindigkeit mit 340 m/s an.

Aufgabe 2.4: Ein Vertreter mochte einen Kunden in
einem 100km entfernten an der Autobahn gelegenen
Ort besuchen. In den Verkehrsnachrichten hort er, dass
kurz vor dem Zielort der Verkehr iiber 25 Kilometer mit
nur 50 kTm flieft. Wie schnell muss er die ersten 75 km
fahren, damit er seinen Kunden innerhalb einer Stunde
erreicht?

Aufgabe 2.5: Hau den Lukas ist nach wie vor eine
Attraktion auf dem Jahrmarkt: Die Teilnehmer schla-
gen mit einem groflen Hammer moglichst kriftig auf
einen Amboss, der seinerseits einen Gegenstand an ei-
ner Fithrung in die Hohe fliegen lésst. Mit welcher An-
fangsgeschwindigkeit muss der Gegenstand in die Hohe



geschossen werden, damit er eine Hohe von zehn Me-
tern erreicht?

Aufgabe 2.6: Sie gehen in einen Zirkus und bewun-
dern einen Jongleur, der seine Bille bis knapp unter die
Decke des Zirkuszelts wirft. Eine grobe Messung Threr-
seits ergibt, dass die Bille jeweils etwa drei Sekunden
in der Luft sind, und dass die Abwurfhéhe etwa 120 cm
betrigt. Wie hoch ist das Zirkuszelt?
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3. Bewegung im Raum

3.1. Position als Vektor

Die Position eines Punktes P kann durch dessen Ra-
diusvektor, oder auch Ortsvektor beschrieben werden.
Der Radiusvektor r ist die Verbindung vom Koordina-
tenursprung O zum Punkt P, sieche Abbildung 3.1.

z

Abbildung 3.1.: Beschreibung des Punktes P durch sei-
nen Radiusvektor r.

Mit (rg,7ry,75) fiir den Punkt P ergibt sich der da-
zugehorige Radiusvektor mit:

T =rzey +ryey +1r.e,

3.2. Geschwindigkeit als Vektor

Zur vollsténdigen Beschreibung einer Geschwindigkeit
ist neben der Angabe des Betrags auch die Angabe
der Richtung notig. Wir haben bereits gesehen, dass
sich die mittlere Geschwindigkeit v durch den Quoti-
enten von Positionsinderung Ar und Dauer der Posi-
tionsdnderung At ergibt.

&
N \ _ r(te) —7(t1) Ar
X == N
N A v ty — 1, At

r(t)

Abbildung 3.2.: Mittlere Geschwindigkeit © wihrend
der Zeit At.

Lassen wir die Dauer der Positionsdnderung gegen
null gehen, so ergibt sich daraus die momentane Ge-
schwindigkeit v. Durch Radiusvektoren ausgedriickt
ergibt sich fiir die momentane Geschwindigkeit:

Ar dr .
= =7

= lim =F = = 1
T A0 A T At (3.1)
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Wie konnen wir den Ausdruck interpretieren? Im
Zahler finden wir die Differenz Ar von zwei Vekto-
ren in Richtung der Geschwindigkeit v. Ausgedriickt
mit FEinheitsvektoren kénnen wir die Ableitung auf die
kartesischen Komponenten r,, ry und r, iibertragen:

Arye, + Arye, + Ar e,

v= Alrlfr—r>10 At
~ lim <ArggeI N Arye, n Arzez>
At—0 At At At
~ lim Ar,e, . Arye, o Ar.e,
At—0 At At—0 At At—0 At
dr, dry dr.,
= Eew + gey + 1 e,

=Tz€y +Tyey +1.e,
= Uzey +vyey + v e,

Fiir die Ableitung des Vektors der Position r nach
der Zeit t miissen demnach die kartesischen Kompo-
nenten r,, r, und r, einzeln nach der Zeit ¢ abgeleitet
werden.

In Abbildung 3.3 ist die Bahn eines Korpers auf einer
gebogenen Linie dargestellt. Zum Zeitpunkt ¢; befindet
sich der Korper an der Position 71 = r(¢1) und bewegt
sich mit der Geschwindigkeit v; = v(¢1). Entsprechen-
des gilt zum Zeitpunkt 5.

3{ Vg = U(tg)

A q"

N N

< NG

4 AN

Y /q ¢ v = ’U(t])
T = T(tl)
0 -

Abbildung 3.3.: Geschwindigkeit als Vektor.

Bei der mittleren Geschwindigkeit v ist Vorsicht ge-
boten. Die in Abbildung 3.3 eingetragene mittlere Ge-
schwindigkeit ist jene eines Korpers, der sich in der glei-
chen Zeit auf einer geraden Linie zwischen den Punkten
71 und 79 bewegt. Da sich aber der beobachtete Korper
auf einer gebogenen und damit ldngeren Bahn bewegt,
ist die gemessene mittlere Geschwindigkeit auf seiner
Bahn hoher. Hier wird der Begriff Bahngeschwindigkeit
verwendet.

3.3. Position und Geschwindigkeit

Wir haben uns bereits mit dem Zusammenspiel von
Position und Geschwindigkeit auf einer geraden Linie



beschéftigt. Auf einer Linie gibt es nur zwei Moglich-
keiten: der Korper bewegt sich a) in positiver Richtung,
oder b) in negativer Richtung.

Fiir eine konstante Geschwindigkeit im Zeitintervall
At bedeutet dies fiir a), dass sich die Position ’erhsht’,
und fiir b), dass sich die Position 'reduziert’, siche Ab-
bildung 3.4 und 3.5.

v
—_—

To Ar = vAt

»
7>

r =19+ Ar

>
=

Abbildung 3.4.: Fall a): Geschwindigkeit v in positiver

Richtung.
v
—
To
Ar = vAt
-—
r=1r9+Ar
—_—

Abbildung 3.5.: Fall b): Geschwindigkeit v in negativer
Richtung.

Vielleicht ist dem einen oder anderen Leser die Addi-
tion in der Beschriftung des unteren Vektors in Abbil-
dung 3.5 aufgestoflen. Das hat seine Richtigkeit, denn
das Vorzeichen ergibt sich aus der Richtung der Ge-
schwindigkeit v. Der Betrag eines Vektors kann nicht
negativ sein. Soll ein Vektor in die negative Richtung
zeigen, so muss seine Richtung um 180° gedreht wer-
den, aber sein Betrag bleibt positiv.

Was passiert, wenn die Geschwindigkeit in beliebiger
Richtung und nicht parallel zur Position, ausgedriickt
als Radiusvektor erfolgt? In Abbildung 3.6 wird deut-
lich, dass sich mit Vektoren dieselbe Gleichung ergibt
wie im parallelen Fall. Fiir eine konstante Geschwin-
digkeit v im Zeitintervall At = to — t1 gilt:

r =179+ vAt

Ar = vAt
r =
o+ Ap

Abbildung 3.6.: Auswirkung einer Geschwindigkeit in
beliebiger Richtung.

Um sich von der Einschriankung der konstanten Ge-
schwindigkeit zu befreien, teilen wir das Intervall At in
immer kleinere Teile ein, bis sich schliellich ein Integral
ergibt, welches die Umkehrung von (3.1) darstellt:

r:/vdt

(3.2)

Ausgedriickt mit Einheitsvektoren erhalten wir:

r= /(vzem +vye, +vse,)dt

= /vz dte, +/vy dte, +/vz dte,

Bewegt sich ein Kérper mit konstanter Geschwindig-
keit vg (Betrag und Richtung des Vektors éndern sich
nicht), so kann in (3.2) das Integral aufgelost werden:

r= /'uo dt = vt + g fiir vy konst. (3.3)

Fiir das Losen des unbestimmten Integrals fithren
wir die Konstante 7y ein. Physikalisch entspricht das
der Position des Koérpers zum Zeitpunkt null. Wird
bei einer Fragestellung der Ursprung des Koordinaten-
systems und der Startzeitpunkt geeignet gewéhlt, so
nimmt die Konstante ry den Wert null an, und die
Gleichung reduziert sich zu r = wgt.

3.4. Beschleunigung als Vektor

So wie die Geschwindigkeit eine Anderung der Positi-
on iiber die Zeit ist, so stellt die Beschleunigung eine
Anderung der Geschwindigkeit iiber die Zeit dar. Wir
betrachten die mittlere Beschleunigung a als den Quo-
tienten von Geschwindigkeitsinderung Av und Dauer
der Geschwindigkeitsénderung At. Lassen wir At ge-
gen null gehen, so ergibt sich daraus die momentane
Beschleunigung a. Mit Vektoren ausgedriickt folgt:

—m 2V
ST Ao A T dt

=v="7 (3.4)

Wie konnen wir den Ausdruck interpretieren? Im
Zéhler finden wir die Differenz Av von zwei Vekto-
ren in Richtung der Beschleunigung a. Ausgedriickt
mit Einheitsvektoren konnen wir die Ableitung auf die

kartesischen Komponenten iibertragen:

. Avze, + Avyey + Avse,
m

a= AH—)O At
= lim (Avwe —|—Avye +sze>
Atso\ At T At Y AL
= lim %e + lim ﬂe + lim &e
At=0 At T At=0 At Y AlS0 At
dv, dvy dv,
= gez + Eey + Eez

Mit anderen Worten, um die mehrdimensionale Be-
schleunigung a eines Korpers zu ermitteln, muss die
rdumliche Ableitung der Geschwindigkeit v nach der
Zeit t ermittelt werden. Die Ableitung erfolgt, indem
die kartesischen Komponenten der Geschwindigkeit v,
vy und v, einzeln fiir sich nach der Zeit ¢ abgeleitet
werden.
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3.5. Geschwindigkeit und
Beschleunigung

3.5.1. Beschleunigung entlang der
Bewegung

Erfolgt die Beschleunigung entlang der Bewegungsrich-
tung, so gibt es nur zwei Moglichkeiten: a) die Be-
schleunigung wirkt in gleicher Richtung wie die Ge-
schwindigkeit, oder b) die Beschleunigung wirkt in ent-
gegengesetzter Richtung zur Geschwindigkeit.

Fiir eine konstante Beschleunigung im Zeitintervall
At bedeutet dies fiir a), dass sich die Geschwindigkeit
erhoht, und fiir b) dass sich die Geschwindigkeit re-
duziert, siehe Abbildung 3.7 und 3.8. Wenn wir um-
gangssprachlich von abbremsen sprechen, bedeutet dies
in der Physik eine Beschleunigung in entgegengesetzter
Richtung.

Vg Av = aAt

»
7=

v =1v+ Av

>
=

Abbildung 3.7.: Fall a): Beschleunigung a in gleicher
Richtung wie die Bewegung.

Vo

Av = alAt
4—

v =1v9+ Av
_—

Abbildung 3.8.: Fall b): Beschleunigung a in entgegen-
gesetzter Richtung zur Bewegung.

3.5.2. Beschleunigung quer zur Bewegung

Als néchstes betrachten wir den Fall, dass die Beschleu-
nigung quer zur Bewegungsrichtung erfolgt. In Abbil-
dung 3.9 ist oben der Fall dargestellt, dass ein Korper
fiir eine recht grofle Zeitspanne At senkrecht zu sei-
ner urspriinglichen Richtung beschleunigt wird. Das
Ergebnis ist eine leicht erhohte Geschwindigkeit und
eine Richtungsidnderung.

Wenn es nun unser Ziel ist, dass der Korper zu jedem
Zeitpunkt quer zu seiner Bewegungsrichtung beschleu-
nigt wird, so miissen wir gedanklich das betrachtete
Zeitintervall immer weiter aufteilen, sieche Abbildung
3.9 unten fiir die Aufteilung in zwei Schritte. Lassen
wir die Anzahl der Schritte gegen unendlich gehen bzw.
die Schrittweite At gegen null gehen, so dndert sich nur
die Bewegungsrichtung und der Betrag der Geschwin-
digkeit bleibt konstant. Ein Korper, der mit konstanter
Geschwindigkeit seine Richtung gleichm#flig &ndert be-
schreibt eine Kreisbahn, siche Abbildung 3.10.
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Abbildung 3.9.: Beschleunigung quer zur Bewegungs-
richtung.

Abbildung 3.10.: Eine gleichméfige seitliche Beschleu-
nigung fithrt zu einer Kreisbewegung mit be-
tragsmiiBig konstanter Geschwindigkeit.

Wird z.B. eine Rakete im Weltall seitlich zu ihrer Be-
wegungsrichtung gleichméBig beschleunigt, so dndert
sie ihre Richtung, nicht aber ihre Geschwindigkeit, und
sie bewegt sich auf einer Kreisbahn.

Noch plakativer ist ein Ball, der an einem Faden um
einen Mittelpunkt rotiert. Der Faden zieht den Ball
zu jedem Zeitpunkt quer zu seiner Bewegung in Rich-
tung Mittelpunkt und der Ball bewegt sich entlang ei-
ner Kreislinie.

Der Zusammenhang zwischen Beschleunigung, Ge-
schwindigkeit und Radius einer Kreisbewegung lésst
sich wie folgt herleiten: Ein Korper bewege sich mit
der Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit Radius
7. In Abbildung 3.11 ist links die Position des Korpers
zu zwei Zeitpunkten dargestellt. Wihrend der Zeit At
bewegt sich der Koérper von Position 71 zu Position 5.
Daraus folgend éndert sich der Winkel bezogen auf den
Drehpunkt um A, wobei sich die Richtung der Ge-
schwindigkeit v und die Richtung der Beschleunigung
a um das gleiche Mafl Ay dndern.

Abbildung 3.11.: Beschleunigung entlang einer Kreis-
bewegung.

Fiir die Bestimmung des Betrags der Beschleuni-



gung lassen wir das Zeitintervall At gegen null gehen.

In einem Zeitintervall dt legt der Korper die Strecke

dr = v - dt zuriick, was einem Winkel von dp = %

entspricht. In derselben Zeit muss sich die Geschwin-

digkeit um dv = v - dg quer zu ihrer Richtung &ndern.

Die Anderung der Geschwindigkeit erfolgt iiber die Be-
dv

schleunigung a = 3;:

dv  wv-dp v-d
aqQ = — = =
dt dt dt
02
a=— fiir eine Kreisbewegung (3.5)
r

Beispiel: In einer Schleuder rotiere eine Trommel mit
einem Durchmesser von 40 cm (r = 20 cm) um die ver-
tikale Achse mit n = 1500min~—'. Es ergibt sich eine
Beschleunigung am dufleren Rand der Trommel von:

2 2 2

g L @mrn)”
T T

=472 - 20 cm - 15002 min 2

=47?.0,2m - 25%s™? = 4935 m /s?

= 4712rn?

Das ist immerhin die 500-fache Erdbeschleunigung!
Fiir 2kg Waische entstehen Kréfte entsprechend der
Gewichtskraft von 1t, was in etwa dem Gewicht eines
PKWs entspricht.

3.5.3. Beschleunigung in beliebiger
Richtung

Was passiert, wenn die Beschleunigung weder parallel
noch quer zur Bewegungsrichtung erfolgt? In Abbil-
dung 3.12 wird deutlich, das sich mit Vektoren diesel-
be Gleichung ergibt wie im parallelen und senkrechten
Fall. Fiir eine konstante Beschleunigung a im Zeitin-
tervall At =ty — tp gilt:

v = v + alt

Um sich von der Einschriankung der konstanten Be-
schleunigung zu befreien, teilen wir das Intervall At in
immer kleinere Teile ein, bis sich schliefllich ein Integral
ergibt, welches die Umkehrung von (3.4) darstellt:

v:/adt

Wird ein Massepunkt mit ag konstant beschleunigt
(Betrag und Richtung des Beschleunigungs-Vektors
andern sich nicht), so kann in (3.7) das Integral wieder
aufgelost werden:

(3.7)

v = /ao dt = agt + vg fiir ag konst. (3.8)

Fiir das Losen des unbestimmten Integrals fithren
wir die Konstante vy ein. Physikalisch entspricht das

der Geschwindigkeit des Korpers zum Zeitpunkt null.
Fiir die Position gilt entsprechend:

r= /vdt = %tQ—H}OH—rO fiir ag konst. (3.9)

Dabei stehen vg und r( fiir die Geschwindigkeit und
Position zum Zeitpunkt null.

3.6. Aufgaben

Aufgabe 3.1: Eine Kugel bewegt sich mit 2 % in Rich-
tung Nordwest und befindet sich zum Zeitpunkt null
vier Meter in Richtung Nordost. Wo befindet sich die
Kugel nach zwei Sekunden?

Aufgabe 3.2: Ausgehend von Position (z|y|z) =
(1)2]1) in Metern bewegt ein Roboter ein Bauteil erst
fir 0,2s mit Geschwindigkeit (vz|vylv.) = (0]0|2) in
2, dann fiir 0,5s mit Geschwindigkeit (2| — 2|0) und
schlieBlich fiir 0,4 s mit Geschwindigkeit (0|0] — 1). Wo
befindet sich das Bauteil nach dem Bewegungsvor-
gang?

Aufgabe 3.3: Ein Inline-Skater rollt mit 2,5 m/s und
wird dann fiir drei Sekunden mit 1 m/s? auf 5,5 m/s be-
schleunigt. In welcher Richtung erfolgte die Beschleuni-
gung relativ zur urspriinglichen Bewegungsrichtung?

Aufgabe 3.4: Ein Flugzeug fliegt anfanglich mit einer
Geschwindigkeit von 250m/s und wird dann fiir 20s
quer zu seiner anfinglichen Richtung mit 2m/s? be-
schleunigt. Wie hoch ist die Geschwindigkeit des Flug-
zeugs nach der Beschleunigung und um welchen Winkel
hat sich die Flugrichtung geéndert?

Aufgabe 3.5: Sie filmen die Bewegung eines Gegen-
standes und untersuchen den zeitlichen Verlauf der Po-
sition. Mit ¢ fiir die Zeit in Sekunden ermitteln Sie fol-
gende Funktion fiir die Position des Gegenstandes:

r=f(t)=B+2t+ e, + (1+1,2t+0,3t%)e,

Bestimmen Sie Betrag und Richtung der Beschleuni-
gung.

Aufgabe 3.6: Ausgehend vom Koordinatenursprung
bewegt sich ein Gegenstand mit einer anfinglichen Ge-
schwindigkeit v9 = b5e; + 2e, und wird mit a =
—2e,+1, e, gleichmiBig beschleunigt. a) Wann kreuzt
der Gegenstand die y-Achse? b) Welchen y-Wert hat
der Gegenstand zu diesem Zeitpunkt? c¢) Bestimmen
Sie den Geschwindigkeitsvektor zu diesem Zeitpunkt.

Aufgabe 3.7: Partikel bewegen sich ausgehend vom
Koordinatenursprung mit vy = vge, und werden kon-
stant mit @ = ae, beschleunigt. a) Zeigen Sie, dass der
Abstand des Partikels zum Koordinatenursprung mit
d = t\/v3 + +a®t? gegeben ist. b) Bestimmen Sie Be-
trag und Richtung der Geschwindigkeit als Funktion
der Zeit.
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Anwendung 3.1: Schriager Wurf

Frage: Wie weit fliegt ein kleiner schwerer Stein auf
der Erdoberfliche (Erdbeschleunigung go = 9,813%),
der mit einer Geschwindigkeit vy unter einem Winkel
von o von der Oberfliche abgeworfen wird?

Da uns die Himmelsrichtung nicht interessiert,
betrachten wir das Problem im zweidimensionalen
Raum, siehe Abbildung.

Yy
Vo a = (07 _90)
L_2%
Vo ‘
: Vo = Vo cos(pp)
‘ Voy .
| Voy = o sin(go)
\
Yo 1
0 1 1 > :L‘
0 Tz

Wir haben es mit einer konstanten Beschleunigung
zu tun, verwenden daher (3.9) und zerlegen diese in
ihre kartesischen Komponenten:

r= %aot2 + vot + 7o
Tyey + rye, = %(amex + ayey)t2 + (voges + voyey)t
+ 1oz + Toyey
Ty = %axtz + vzt + oz
Ty = %ayt2 + voyt + Toy
Wir lassen fiir unsere Betrachtung den Stein zum
Zeitpunkt null am Koordinatenursprung losfliegen, so
dass 7o den Wert null annimmt. Die Beschleunigung
a wirkt in negativer y-Richtung, so dass a, und a,

entsprechend die Werte null und —gy annehmen. Wir
suchen die Entfernung ri, an dem der Stein wieder

die Hohe null annimmt, r, = 0. Die beiden letzten
Gleichungen kénnen somit umgeschrieben werden zu:

T1g = Vggt und Ty = —%got2 +voyt =0
Nun 16sen wir die zweite Gleichung nach t auf und
erhalten zwei Losungen, bei der sich der Stein auf der

Hohe null befindet:

2
und t1 = Yoy
go

Die erste Losung ist der Zeitpunkt des Abwurfs,
so dass wir uns auf die zweite Losung konzentrieren
und sie in die Gleichung fiir r1, einsetzen. Des Weite-
ren setzen wir fiir vo, und v, entsprechend die Kom-
ponenten der Anfangsgeschwindigkeit vy cos(¢g) und
vo sin(yp) ein:

t():O

2v 2vp sin
Tz = Vogt1 = UOxﬂ = Vo COS((pO)Oi(@O)
90 90
202 .
== cos(¢o) sin(po)
90

Mit 2sin « cos a = sin(2«) folgt schliefflich:

2

Ty = % sin(2¢0) (3.6)
90
Beispiel: Ein Athlet wirft einen Speer mit 30 %' un-

ter einem Winkel von 45°. Wie weit fliegt der Speer?

302
Ty = @ SiH(Q . 450) =~ 91,7111
Dies ist natiirlich nur eine Abschétzung, da wir jeg-
liche aerodynamischen Effekte vernachlissigt haben.

Abbildung 3.12.: Auswirkung einer Beschleunigung in
beliebiger Richtung.

Aufgabe 3.8: Sie schmeiflen einen Apfel horizontal
mit 8m/s von einem 2m hoher gelegenen Punkt auf
eine Ebene. Thr Freund lésst zur selben Zeit einen Apfel
von ebenfalls zwei Metern Hohe senkrecht fallen. a)
Welcher Apfel erreicht zuerst den Boden? b) Wie weit
fliegt Thr Apfel bis er den Boden beriihrt?

Aufgabe 3.9: Ein Pfeil wird mit 40m/s horizontal
abgeschossen und beriihrt den Boden in einer Entfer-
nung von 22m. Von welcher Hohe aus wurde der Pfeil
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abgeschossen?

Aufgabe 3.10: Die Tinte eines Tintenstrahldruckers
wird mit 10 m/s horizontal auf das 1 mm entfernte Pa-
pier gespritzt. Wie viel Hohe verliert die Tinte auf die-
sem Weg?

Aufgabe 3.11: Protonen verlieren auf einer Strecke
von 1km eine Hohe von 0,9 pym. Wie schnell bewegen
sich die Protonen?

Aufgabe 3.12: Wie schnell muss ein PKW in einer
Kurve mit Radius 50 m fahren, damit die radiale Be-
schleunigung gleich der Erdbeschleunigung ist?

Aufgabe 3.13: Ein handelsiibliches Sdgeblatt hat
einen Durchmesser von 210 mm und darf mit einer ma-
ximalen Geschwindigkeit von 8 000 Umdrehungen pro
Minute betrieben werden. Wie hoch ist die Beschleu-
nigung an den Ziahnen des Sdgeblatts bei maximaler



Drehzahl? Geben Sie den Wert relativ zur Erdbeschleu-
nigung an.

Aufgabe 3.14: Ein Kifer kann auf einer Vinyl-Schall-
platte maximal einer seitlichen Beschleunigung von
0,25 go standhalten. Bei einer Drehzahl von 33% Um-
drehungen pro Minute, bis zu welchem Radius kann
sich der Kéfer noch auf der Schallplatte halten?

Aufgabe 3.15: Sie sind in der Lage einen Ball senk-
recht 15m hoch zu werfen. Wie weit kénnen Sie den
Ball auf einer horizontalen Ebene werfen unter der
Annahme, dass Sie den Ball mit derselben Anfangs-
geschwindigkeit vy abwerfen?
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4. Newtonsche Axiome

Was hilt einen Korper in Bewegung? Diese Frage
beschiftigte Wissenschaftler iiber Jahrtausende. Erst
im 17. Jahrhundert erkannte Galileo, dass ein Korper
aus sich selbst heraus in Bewegung bleibt. Es bedarf
keiner dufleren Einwirkung, um einen Koérper in Bewe-
gung zu halten. Die Frage muss von daher nicht lauten:
» Was hdilt einen Korper in Bewegung?“ sondern: ,, Wie
andert ein Korper seine Bewegung?“

1687 veroffentlichte Sir Isaak Newton sein berithmtes
Werk Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,-
zu deutsch Mathematische Prinzipien der Naturphilo-
sophie. Bis heute sind die dort aufgefithrten Grund-
séitze als die Newtonschen Axiome bekannt. Auch wenn
in der modernen Physik die von Newton aufgefiihrten
Gesetze Ableitungen tiefergreifender Axiome sind, las-
sen sich mit ihnen nach wie vor die Grundlagen der
Mechanik anschaulich beschreiben.

Bevor wir uns den Newtonschen Axiomen zuwenden,
fiihren wir zunéchst die Begriffe Masse und Kraft ein.
Neben den drei bekannten Axiomen wird die Super-
position von Krdften hdufig als das vierte Newtonsche
Axiom bezeichnet, auf das wir entsprechend eingehen.

4.1. Masse und Kraft
4.1.1. Masse

In den vorigen Abschnitten haben wir bereits Korper
betrachtet, die in verschiedene Richtungen beschleu-
nigt werden. Dabei wurde Art und Grofle des Korpers
zunichst auler Acht gelassen. Nun macht es natiirlich
einen Unterschied, ob eine Miinze in die Luft geworfen
wird, ein PKW beschleunigt oder ein Planet auf seiner
Bahn gehalten wird.

Wir fithren hierfiir den Begriff der Masse ein. Ein
Planet hat offensichtlich eine gréflere Masse als eine
Miinze. Umgangssprachlich wird der Begriftf Gewicht
verwendet, der aber eher der Schwerkraft auf der Erd-
oberfliche entspricht. So wiegt ein Astronaut auf dem
Mond nur noch etwa ein Sechstel seines Gewichts auf
der Erde — nicht, weil er auf dem Weg dorthin auf
Diédt gehalten wurde, sondern weil die geringere Mond-
Beschleunigung die Waage weniger ausschlagen ldsst.

Fiir die Masse wird der Formelbuchstabe m verwen-
det. Die Masse wird mit der SI-Einheit Kilogramm,
kurz kg gemessen.

[m] = kg

Andere Einheiten sind die Tonne (1t = 1000kg)
das englische Pound (11b = 0,453592370kg), Sto-
ne (1st = 141b), Ounce (160z = 11b), die Feinunze
(Loz tr = 31,103476 8 ¢g) oder das Karat (1Kt = 0,2g).

Die Masse steht im engen Zusammenhang mit dem
Begriftf Kraft.
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4.1.2. Kraft

Was ist Kraft? Als Matthias Steiner 2008 die beacht-
liche Masse von 258kg in die Hohe stemmte, stellte
er unzweifelhaft unter Beweis, dass er viel Kraft hat.
Auch kann ein Redner eine kraftvolle Stimme haben.
Aber was bedeutet Kraft im physikalischen Sinne?

Kréfte begegnen uns in vielfaltiger Form: Wir nut-
zen Kraft zum Schieben, Ziehen oder Anheben. Es wer-
den Krifte benttigt um einen Gegenstand zu beschleu-
nigen, abzubremsen oder umzulenken. Der Luftwider-
stand erzeugt Kriifte und wir benotigen Kraft um Rei-
bung zu iiberwinden.

Soll ein Korper mit Masse m mit der Beschleunigung
a seine Geschwindigkeit und/oder Richtung &ndern, so
ist dafiir eine Kraft F' n6tig. Da die Beschleunigung a
ein Vektor ist, liegt es auf der Hand, dass auch die
auslosende Kraft F' ein Vektor ist.

Beobachtungen zeigen, dass der Betrag der benotig-
ten Kraft |F'| proportional zur beschleunigten Masse
m ist:

|F| x m

Die néchste Beobachtung ist, dass die Kraft F' pro-
portional zur Beschleunigung a ist:

F xa

Daraus ergibt sich, dass fiir eine gegebene Kraft F
das Produkt aus Masse m und Beschleunigung a kon-
stant ist. Aus diesen Uberlegungen wird die Kraft be-
schrieben mit:

F =ma (4.1)

Die Kraft erhilt den Formelbuchstaben F' und hat
die SI-Einheit Newton, kurz N. Ein Newton ist die
notigte Kraft, um einen Korper mit einer Masse von
1kg mit 15 zu beschleunigen. Damit gilt folgender
Zusammenhang:

kgm
2

[F] =N =

Andere Einheiten sind das Pond (Gewichtskraft von
einem Gramm auf der Erdoberfliche, 1p = 1g- gy =
9,80665mN), das Dyn (1dyn = 10 uN) und die engli-
sche Pfundkraft (11bf = 4,44822N).

Mit diesen Definitionen fiir Masse und Kraft befas-
sen wir uns nun mit den Axiomen von Newton.

4.2. Erstes Axiom: Tragheitsprinzip
Wird auf einen Korper keine Kraft ausgeiibt, so dndert

sich weder Betrag noch Richtung seiner Geschwindig-
keit. Anders ausgedriickt: Andert ein Korper seine Be-



Wie kann die Masse eines Korpers bestimmt wer-
den? Die Masse ist zunichst eine abstrakte Grofie,
die durch die duBere Form nicht ermittelt werden
kann. Die Losung liegt in der bendtigten Kraft, um
den Korper zu beschleunigen. Selbst im Weltall in
der Schwerelosigkeit kann z.B. durch Schiitteln einer
Milchtiite festgestellt werden, ob noch Milch vorhan-
den ist, oder ob der Kollege die leere Tiite wieder in
den Kiihlschrank gestellt hat.

Auf der Erdoberfliche machen wir uns die Erdbe-
schleunigung zu Nutze: Ein Koérper mit unbekannter
Masse wird mit go = 9,81 3z beschleunigt. Daraus er-
gibt sich eine nach unten (Richtung Erdmitte) gerich-
tete Kraft, die auf den Korper wirkt, die Erdanzie-
hungskraft. Damit der Korper nicht ins ,bodenlose®
fallt, muss die Erdanziehungskraft durch eine gleich-
grofle, um 180° gedrehte Kraft kompensiert werden,
z.B. indem der Korper auf einen Tisch gelegt oder in
der Hand festgehalten wird.

Wird der unbekannte Korper an einer Feder auf-
gehidngt, so #dndert die Feder je nach angewende-
ter Kraft ihre Linge. Einmal mit Korpern bekann-
ter Massen abgeglichen entsteht auf diese Weise eine

Anwendung 4.1: Bestimmung von Massen mittels Erdbeschleunigung

Waage.

Natiirlich hat eine solche Waage eine wesentliche
Einschrankung: Sie funktioniert nur bei der Erdbe-
schleunigung, fiir die sie abgeglichen wurde. So sind
bereits auf hohen Bergen groflere Abweichungen zu
beobachten. Erst recht auf dem Mond zeigt eine solche
Waage génzlich falsche Werte an. Da aber die meisten
Waagen zum einen auf der Erde und zum anderen im
Bereich 0 bis 1000 Meter iiber Normalnull verwendet
werden, sind diese Art von Waagen weit verbreitet
und erfiillen im téglichen Leben ihre Aufgabe.

&
S]
\

Abbildung 4.1.: Wird ein Koérper beschleunigt, so ist
die Kraft proportional zur Masse und zur Be-
schleunigung.

wegungsrichtung oder Geschwindigkeit, so muss eine
Kraft auf ihn eingewirkt haben.

Der Begrift Trdgheit beschreibt den Widerstand ei-
nes Korpers seine Geschwindigkeit oder Bewegungs-
richtung zu éndern.

Dieses Naturgesetz wurde bereits knapp 50 Jahre vor
Newton von Galileo Galilei formuliert. Seine Beobach-
tungen sind in Abbildung 4.2 dargestellt: a) Rollt eine
Kugel durch eine Mulde, so erreicht sie auf der anderen
Seite annihernd die gleiche Hohe wie zuvor. b) Der glei-
che Effekt stellt sich ein, wenn die Mulde breiter aus-
gelegt wird. Das heifit, die Kugel kann mit der gleichen
Energie wie zuvor eine lingere Strecke zuriicklegen. c)
Galileo schloss daraus: Wird eine rollende Kugel nicht
gehindert, so bewegt sie sich immer weiter.

Beispiel: Solange sich einer Billardkugel nichts in
den Weg stellt, rollt sie ungehindert geradeaus weiter.
Andert sie dagegen ihre Richtung oder Geschwindig-

keit, so muss eine Kraft auf sie gewirkt haben.

Beachtenswert dabei ist, dass fiir die Aufrechter-
haltung einer Bewegung keine Kraft benétigt wird.
Das widerspricht unseren Erfahrungswerten — schlie3-
lich wird bei einer Autofahrt zwischen Hamburg und
Miinchen doch reichlich Benzin verbraucht. Das hat
natiirlich mit dem Luftwiderstand und den Reibungs-
verlusten innerhalb des PKWs zu tun. Mehr dazu beim
dritten Axiom.

4.3. Zweites Axiom: Aktionsprinzip

Die Anderung der Geschwindigkeit eines Korpers ist in
Betrag und Richtung proportional der effektiv einwir-
kenden Kraft.

Wer die Unterlagen zur Vorlesung bis hierher verfolgt
hat, den sollte dieser Satz nicht iiberraschen. Die Be-
schleunigung entspricht der Anderung der Geschwin-
digkeit a = %’. Die Kraft wiederum entspricht dem
Produkt aus Masse und Beschleunigung F' = ma, sie-
he (4.1).

Das Axiom geht noch nicht auf die Masse ein. Es
stellt nur fest, dass Kraft und Geschwindigkeitsinde-
rung proportional zueinander sind:

dv
F o —
>t
Beispiel: Soll ein PKW fiir die Beschleunigung von
null auf 100 km /h statt 20 nur 10 Sekunden benétigen,
so muss die doppelte Kraft fiir die Beschleunigung auf-
gewendet werden.
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Anwendung 4.2: Flaschenziige

In der folgenden Abbildung sind drei unterschiedliche
Flaschenziige dargestellt. An allen drei Flaschenziigen
héngt die gleiche Masse m. Frage: Wie viel Kraft wird
benétigt, um die Masse m anzuheben?

1. 2. 3.

F1? Fy? Fy?

Zunichst betrachten wir die Funktionsweise eines
Seils iiber einer idealen Rolle. (Ideal heifit, das Drehen
der Rolle geschieht ohne Reibung und bedarf keiner
eigenen Kraft.) Die Rolle sorgt dafiir, dass ein iiber sie
gespanntes Seil auf beiden Seiten mit gleicher Kraft
gespannt wird. Wird an einem Ende des Seils gezogen,
so dreht sich die Rolle, bis auf beiden Seiten wieder die
gleiche Kraft herrscht. Die Rolle dndert die Richtung
der Kraft, aber nicht dessen Betrag.

Beim ersten der drei Flaschenziige wird nur eine
Rolle verwendet, die fest an der Decke montiert ist.
Der Effekt ist, dass die bendtigte Kraft zum heben
der Masse mgy iiber die Rolle 1:1 umgelenkt wird. Das
heif}t, zum Heben der Masse m muss mit der gleichen
Kraft mgg am Seil gezogen werden:

Fi1=mgo

Beim zweiten Flaschenzug ist auf der Seite der Mas-
se eine zweite Rolle angebracht, so dass es jetzt zwei
Seilverbindungen zwischen Masse und Decke gibt. Die
Folge ist, dass die Schwerkraft der Masse mgq auf zwei
Seile aufgeteilt wird. Die Rollen sorgen dafiir, dass
diese halbe Kraft auf das Seilende iibertragen wird.
Das heifit, zum Heben der Masse m muss mit der hal-
ben Kraft %mgo am Seil gezogen werden:

Fy = %mgo
Beim dritten Flaschenzug gibt es drei Seilverbin-
dungen zwischen Masse und Decke, so dass nur mit
einem Drittel der Schwerkraft %mgo gezogen werden
muss:
F3= %mgo
Neben diesen einfachen Flaschenziigen gibt andere
Varianten: Bei Tandem-Flaschenziigen wird das freie
Ende des Seils durch einen zweiten Flaschenzug ge-
zogen. Bei Differential-Flaschenziigen sind zwei Rol-
len unterschiedlichen Durchmessers gekoppelt, so dass
mit der Differenz von Kriften gearbeitet werden kann.
Fiir alle Flaschenziige gilt, je weiter die benotigte
Kraft reduziert wird, desto mehr Seillinge muss gezo-
gen werden, um die Masse auf eine bestimmte Hohe
anzuheben. Diese Erkenntnis ist spéter fiir den Begriff
der Arbeit wichtig.

Abbildung 4.2.: Fine Kugel kann mit der gleichen
Energie unterschiedliche Strecken zuriicklegen.
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Eingangs stellten wir die Frage: ,Wie #ndert ein
Korper seine Bewegung?“ — Antwort: Indem Kraft auf
ihn ausgeiibt wird. Erst wenn eine effektive Kraft auf
einen Korper ausgeiibt wird, #ndert dieser seine Ge-
schwindigkeit in Betrag und/oder Richtung.

4.3.1. Beschleunigungskraft parallel zur
Bewegung

Wird auf einen Koérper entlang seiner Bewegungsrich-
tung eine Kraft ausgeiibt, so &ndert sich der Betrag der
Geschwindigkeit, die Richtung bleibt konstant. (Aus-
nahme ist, wenn der Korper seine Richtung umkehrt.)

Soll ein PKW mit Masse 1 000 kg in 10 Sekunden von
null auf 72km/h (=20 m/s) beschleunigt werden, so ist
fiir die Beschleunigung von a = 2m/s? eine Kraft von
F = ma = 2000N noétig. Das schliefit natiirlich alle
Reibungsverluste noch nicht mit ein.

Die Gewichtskraft ist die Kraft, die auf einen Kérper
aufgrund der Erdbeschleunigung ausgeiibt wird. Jeder
Korper mit Masse m wird auf der Erdoberfliche mit
der Kraft F = mgg in Richtung Erdmittelpunkt an-
gezogen. Das heift, jedes Kilogramm Masse wird mit



F=2000

"z

by

Abbildung 4.3.: Kraft
PKWs.

beim Beschleunigen eines

knapp zehn Newton nach unten gezogen, siche Abbil-
dung 4.4.

Abbildung 4.4.: Gewichtskraft fiir 1kg Masse.

Auf diese Weise konnen Sie leicht ein Gefiihl fiir die
Einheit Newton bekommen. Halten Sie ein Kilogramm
Kartoffeln in der Hand, so iiben diese eine Gewichts-
kraft von knapp 10 N auf Ihre Hand aus. Eine 100 g Ta-
fel Schokolade iibt dagegen eine Gewichtskraft von ca.
1N aus. Krifte im Bereich 100 bis 1000 N kénnen oh-
ne weiteres mit Muskelkraft erzeugt werden. Matthias
Steiner (siche Abschnitt 4.1.2) musste beim Stemmen
der 258 kg einer Gewichtskraft von 2531 N standhalten!

4.3.2. Beschleunigungskraft quer zur
Bewegung

Wir haben bereits gesehen, dass eine konstante Be-
schleunigung quer zur Bewegungsrichtung zu einer
Kreisbewegung fithrt. Wie grof3 ist die Kraft, um einen
Korper auf einer Kreisbahn zu halten?

Bewegt sich ein Korper mit der Geschwindigkeit v
auf einer Kreisbahn mit Radius r, so haben wir bereits
gesehen, dass die radiale Beschleunigung mit a = ”72
gegeben ist. Hat der Korper die Masse m, so folgt:

mv2

F =

r

Wir fithren den Begriff Winkelgeschwindigkeit ein,
und vergeben das Formelzeichen w. Sie wird gemes-
sen in Bogenmaf} pro Zeit. Da das Bogenmaf} nur eine
Hilfseinheit ist schreiben wir:

[UJ] = g =S
Die Winkelgeschwindigkeit gibt an, welchen Winkel
(gemessen in Bogenmaf) ein Kérper um seinen Dreh-
punkt pro Zeit zuriicklegt. Die Geschwindigkeit v ist
das Produkt aus Winkelgeschwindigkeit w und Radius
T

V=wr

Fiir die Kraft, mit der ein rotierender Korper be-
schleunigt werden muss, folgt:

mv? 2
F= =mw”r fir gleichm. Rotation  (4.2)

r

Beispiel: Bei einem Computertomographen (CT) sei

ie Rontgenrchre mit einer Masse von m = 50kg auf
einem Radius r = 60 cm vom Mittelpunkt auf der Gan-
try montiert, die sich mit n = 3 Rotationen pro Se-
kunde dreht. Zusétzlich zur Gewichtskraft miissen die
Schrauben, welche die Rontgenrohre halten, folgender
Kraft standhalten:

2

F =muw?r =m(2mn)*r

=50kg- (27 -3s 1)%-0,6m = 10660 N

Das entspricht einer Beschleunigung von:

a=w’r=2mm)* = (2r-3s"1)?.0,6m

=213 ~ 22,

Anders ausgedriickt, die Schrauben miissen gut das
zwanzigfache der Gewichtskraft zusétzlich halten! Die
Schrauben fiir die Réntgenrohre miissen so ausgelegt
sein, dass sie unter Erdbeschleunigung ein Gewicht von
gut 1,1t halten konnen!

4.4. Drittes Axiom:
Reaktionsprinzip

Wirkt auf einen Korper eine Kraft (actio), so wirkt
ihr eine gleichgrofie, um 180° gedrehte Kraft entgegen
(reactio). Die Summe der Kriifte F,ctio und Flreactio ist
null:

Factio + Freactio =0

Im Folgenden betrachten wir die Auswirkungen die-
ses Sachverhalts auf verschiedene Bereiche:

4.4.1. Bewegung auf einer Geraden

Wird ein Korper entlang einer Geraden beschleunigt,
so muss eine Beschleunigungskraft F' g = ma auf den
Korper einwirken. Gleichzeitig mochte der Korper in
seiner gleichférmigen Bewegung verharren und wirkt
mit einer Tragheitskraft Fr = —ma der Beschleuni-
gungskraft entgegen. Die Summe beider Kréfte ist null:
Fp + Fr = 0. Die beiden Kraftvektoren haben den
gleichen Betrag, zeigen aber in entgegengesetzte Rich-
tungen. In Abbildung 4.5 ist dies anhand eines PKWs
gezeigt.

FEin anderes Beispiel: Wenn sie in einem Flugzeug
sitzen, welches gerade auf der Startbahn beschleunigt,
so werden sie einerseits durch eine Kraft F' g von hinten
beschleunigt, andererseits sorgt ihre Tragheitskraft Fp
dafiir, dass Sie in den Sitz gedriickt werden.
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Abbildung 4.5.: Krifte bei der Beschleunigung eines
PKWs.

4.4.2. Bewegung auf einer Kreisbahn

Um einen Koérper auf einer Kreisbahn zu halten, muss
er mit einer konstanten Kraft Richtung Zentrum des
Kreises beschleunigt werden, siche Abschnitt 4.3.2.
Diese Kraft wird Zentripetalkraft genannt.

Dem entgegen wirkt die Trégheit des Korpers, der
sich ohne &uflere Einwirkung auf einer geraden Bahn
bewegen wiirde. Es entsteht eine Trigheitskraft mit
konstantem Betrag, die vom Zentrum des Kreises weg
zeigt. Diese Kraft wird Zentrifugalkraft oder auch
Fliehkraft genannt.

Kreisbahn

Mittelpunkt

Abbildung 4.6.: Bei einer Kreisbewegung mit konstan-
ter Geschwindigkeit wirken Zentripetalkraft F',p
und Zentrifugalkraft F'zp einander entgegen.

Die Betriage von Zentripetalkraft und Zentrifugal-
kraft miissen nicht immer gleich sein. Wenn Sie in ei-
nem PKW entlang einer Kurve fahren, so wirken auf
Thren Korper wieder zu gleichen Teilen Zentripetal-
und Zentrifugalkraft: Die Zentrifugalkraft driickt Thren
Korper nach auflen, wihrend iiber die Sitzfliche, den
Sicherheitsgurt und Thre Hinde am Lenkrad die Zen-
tripetalkraft dem zu gleichen Teilen entgegen wirkt.
Anders Thr Handy auf dem Beifahrersitz, dass in der
Kurve nach auflen rutscht: Hier fithrt ein Ungleichge-
wicht zwischen Zentripetal- und Zentrifugalkraft zu ei-
ner Bewegung des Handys relativ zur Bewegung des
PKWs.

Sind Zentripetal- und Zentrifugalkraft nicht gleich,
so sind weitere Kréafte im Spiel, die in Summe wieder
null ergeben. Dazu im folgenden Abschnitt mehr.

4.5. Superposition der Krifte

Das dritte Newtonsche Axiom mit seinen zwei Kriften
F.ctio und Fleactioc kann auf beliebig viele Krifte er-
weitert werden: Die Summe aller Krafte ist null.

ZE:O

(4.3)
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Beispiel: Wird ein PKW beschleunigt, so wirken
die Antriebskraft F 4, der Luftwiderstand F'p, die
Tragheitskraft der Masse F'r und die Reibungsverlu-
ste innerhalb des Fahrzeugs F'r. Die Summe dieser vier
Krifte ergibt null, siehe Abbildung 4.7.

Beim Abbremsen verteilen sich die Krifte etwas an-
ders. Der Luftwiderstand F'y, und die Reibung F'i be-
halten ihre Richtung bei, wihrend die Tragheit F und
der Antrieb F'4 jeweils ihre Richtung umkehren, siehe
Abbildung 4.8.

In beiden Féllen ist die Summe aller Krifte null:

Fr+Fr+Fr+F,4=0

Das Superpositionsprinzip der Krifte gilt natiirlich
auch im zwei- und dreidimensionalen Raum. So wird
die Bewegungsrichtung eines Flugzeugs zuséitzlich von
der Schwerkraft, der Auftriebskraft, und ggf. durch
seitliche Kréfte von Seitenwinden beeinflusst.

4.6. Reibung

Reibung entsteht zwischen einem bewegten Korper und
seiner Umgebung. Wir unterscheiden verschiedene Ar-
ten von Reibung;:

Gleitreibung p. Die Reibung zwischen zwei Flédchen in
der Bewegung. Ein Koérper bewegt sich auf einer
Fliche und verursacht dabei Reibung, sieche Abbil-
dung 4.9. Die Reibungskraft F'g hingt von der Be-
schaffenheit der Oberflichen und der Kraft senk-
recht auf die Flidche ab. Sie ist unabhéngig von
Geschwindigkeit und Groéfle der Flache.

Haftreibung 1o. Die Reibung zwischen zwei Flichen
im Stillstand. Soll ein sich in Ruhe befindender
Korper in Bewegung gesetzt werden, so ist dafiir
aufgrund der Haftreibung zunéchst eine hohere
Kraft notig. Die Reibungskraft F'ry hingt von
der Beschaffenheit der Oberflichen und der Kraft
senkrecht auf die Flidche ab. Sie ist unabhéngig
von der Grofle der Fléche.

Rollreibung. Die Reibung von Reifen auf der Ober-
fliche. Neben der Gleitreibung in den Lagern ent-
stehen bei einem Rad Verluste auf der Rollfliche,
siehe Abbildung 4.10. Wir wollen das Thema hier
nicht weiter vertiefen.

Reibung in Fluiden. Die Reibung von bewegten Ob-
jekten in Fliissigkeiten oder Gasen. Vor dem Ob-
jekt muss das Fluid verdréngt werden; es entsteht
ein hoherer Druck, welcher das Objekt abbremst.
Hinter dem Objekt flieit das Fluid wieder zusam-
men; es entsteht eine geringerer Druck, der das
Objekt ebenfalls abbremst.

Wir unterschieden turbulenten Fluss (mit Verwir-
belung) von laminaren Fluss (ohne Verwirbelung).
Dazwischen gibt es einen Ubergangsbereich. Auch
die Reibung in Fluiden wollen wir hier nicht weiter
vertiefen.



Anwendung 4.3: Belastung von Seilen

Ein Gegenstand der Masse m soll mittig an zwei Sei-
len an der Decke eines Wohnraumes montiert werden.
Der Abstand zur Decke sei h und der Abstand zwi-
schen den Seilenden an der Zimmerdecke sei d, siehe
Abbildung. Frage: Welche Kraft miissen die beiden
Seile aushalten?

Zunichst erstellen wir das Zeigerdiagramm der
Krifte:

Yy Fg
T A 4

Wir erinnern uns, dass die Summe aller Kréfte null
ist, und zerlegen die Krifte in ihre Komponenten:

Fi14+F;+Fg=0
F.e, + Fye, — F,e, + Fye, —mgoe, =0
2F, e, = mgoe,
mgo
F,=—
Y 2

Das Ergebnis besagt, dass sich die Schwerkraft auf
die vertikale Komponente der beiden Seile aufteilt.

Um die Belastung der Seile zu bestimmen, miissen
wir den Betrag der Vektoren F'; und F'5 ermitteln.
Wir vergegenwiértigen uns, dass das Kraftedreieck mit
den Kanten F1, F, und Fy, das gleiche Seitenverhéltnis
wie das Dreieck mit den Kanten [, d/2 und h hat, wo-
bei [ fiir die Lénge eines Seils steht. Dadurch kénnen
wir die Kraft eines Seils durch das Verhéltnis der Kan-
ten ermitteln:

Flz\F1|=FyE
1
 mgo \/ W2+ d?
2 h
_ mgo @z
T2 1+4h2

Das Ergebnis zeigt, dass die Seile mindestens mit
der halben Schwerkraft belastet werden. Je weiter die
Seile auseinander montiert werden, desto mehr wer-
den die Seile belastet.

Beispiel 1: Ein Gewicht von 10kg wird an zwei Sei-
len mit 2m Abstand zueinander und 1m unterhalb
der Decke montiert. Es folgt fiir die Belastung der
Seile:

10kg-9,81 22 m?
= ==\l ;g = 706N

7.6

N
Z

Beispiel 2: Wir betrachten die gleiche Anordnung
wie in Beispiel 1, nur das der Abstand zur Decke nur
noch 10 cm betragt:

10kg-9,81 2 | 22 2
F = 21 = 4929N
! 2 TroEme - =2t

Fr
«—Fr p
«— FL ‘ E
- O O

Abbildung 4.7.: Summe der Kréfte beim Beschleunigen
eines PKWs.

Fr
e
o0 —
—

Abbildung 4.8.: Summe der Krifte beim Abbremsen
eines PKWs.

Abbildung 4.9.: Reibung zwischen zwei Kérpern
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Fy

Abbildung 4.10.: Rollreibung

Viele Anwendungen erfordern eine geringe Reibung.
Beispiele sind die Haftreibung beim Anschieben eines
Fahrzeugs, Gleitreibung in Lagern von Motoren, Roll-
reibung in Rédern oder der Luftwiderstand eins Flug-
zeugs. In anderen Situationen sind wir an hohen Rei-
bungen interessiert. So soll die Haftreibung eines Rei-
fens auf der Fahrbahn moglichst hoch sein, damit beim
Bremsen eine hohe Wirkung erzielt wird.

4.6.1. Reibungskoeffizienten

Wird ein Koérper mit der Kraft Fy normal (senkrecht)
auf die Reibungsfliche gedriickt, so muss eine Kraft
Fr iiberwunden werden, um den Koérper in Bewegung
zu setzen (Haftreibung) oder in Bewegung zu halten
(Gleitreibung). Das Verhéltnis zwischen Reibungskraft
Fr und Normalkraft Fy ist der Reibungskoeffizient,
siehe Abbildung 4.11.

_Ir
Fy h= o

F
Fpg, Fro - _ TR0
‘ Ho Fx

Abbildung 4.11.: Definition der Reibungskoeffizienten.

Dabei stehen Gleitreibungskoeffizent p und Haftrei-
bungskoeffizent pg entsprechend fiir Gleitreibung und
Haftreibung.

Beispiel: Sie wollen eine Holzkiste mit 50 kg Mas-
se iiber einen Steinfufiboden ziehen (u = 0,3; po =
0,7). Welche Kraft ist noétig? Antwort: Die Normal-
kraft betrigt Fy = mg = 50kg - 9,81 3 = 490,5N.
Um die Kiste in Bewegung zu setzen wird die Kraft
FRO = MOFN = 0,7 . 490,5N = 343,35N benétigt. Die
Kraft, um die Kiste in Bewegung zu halten, betragt
Fr=uFr=0,3-490,5N = 147,15N.

4.6.2. Bestimmung der Koeffizienten

Wie bestimmen wir die Reibungskoeffizienten? Wir
wenden die Methode der schréigen Ebene an:

Fiir die Haftreibung bestimmen wir den Winkel ag
bei dem die Kiste gerade anfangt zu rutschen bzw. ge-
rade noch nicht anfangt zu rutschen. Fiir die Gleitrei-
bung bestimmen wir den Winkel «, bei dem die Kiste
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Abbildung 4.12.: Definition der Reibungskoeffizienten.

gerade noch weiter rutscht bzw. grade authort zu rut-
schen. Fiir die Koeffizienten folgt:

Fao  Fgsin(ag)

o = = tan(ap) (4.4)

Fyno  Fgcos(ag)
_ Fp  Fgsin(a) _ tan(a)

=y = Fo cos(a) (4.5)

D.h. zur Bestimmung des Haftreibungskoeffizienten
ermitteln wir den Tangens des Winkels, bei der der
Gegenstand gerade anféingt zu rutschen bzw. gerade
noch nicht anfingt zu rutschen.

Entsprechend bestimmen wir fiir den Gleitreibungs-
koeffizienten den Winkel, bei dem das Objekt gerade
aufhort zu rutschen bzw. gerade nocht nicht aufhort zu
rutschen.

Beispiel: Ein Holzklotz fingt auf einer Holzebe-
ne unter einem Winkel von 45° gerade an zu rut-
schen. Es ergibt sich ein Haftreibungskoeffizient von
po = tan(45°) =1

4.7. Aufgaben

Aufgabe 4.1: Ein Englinder verrédt Thnen sein Kor-
pergewicht mit 11st und 91b und seine Koérpergrofie
mit 5ft und 10%111. Welchen Body-Mass-Index hat
der Englinder? Hinweis: Der Body-Mass-Index ist das
Korpergewicht in kg geteilt durch das Quatrat der
Korpergrofie in Metern (1ft = 12in = 30,48 cm).

Aufgabe 4.2: Ein PKW mit einem Gewicht von 1,1t
(inkl. Fahrer) soll in 5s von null auf 36 km/h beschleu-
nigt werden. Welche mittlere Kraft ist dafiir notig?
(Reibungsverluste kénnen vernachléssigt werden.)

Aufgabe 4.3: Ein Astronaut schiittelt eine Butterdo-
se (Eigengewicht der Dose 100 g) und stellt fest, dass
er fiir eine Beschleunigung von 4m/s? eine Kraft von
1N benétigt. Wie viel Butter ist noch in der Dose?

Aufgabe 4.4: Die Klingen eines Rasenméhers nach
dem Sichelprinzip (rotierende Klingen) sind mit einem
Abstand 20 cm von der Drehachse montiert und wiegen
je 50 g. Berechnen sie Zentrifugal- und Zentripetalkraft
an den Klingen fiir eine Drehzahl von 3 600 Umdrehun-
gen pro Minute.



Aufgabe 4.5: Eine Metallkugel rotiere an einem
1m langen Faden mit einer Winkelgeschwindigkeit von
10s~! wobei der Faden mit 100N belastet wird. Wie
schwer ist die Metallkugel?

Aufgabe 4.6: Sie schieben auf ebener Flidche einen
PKW und benétigen 12s um den Wagen von null auf
1,4m/s zu beschleunigen. Wie schnell rollt der Wagen,
wenn Sie zusammen mit einer dhnlich starken Person
den Wagen fiir 6 s anschieben?

Aufgabe 4.7: Ein kleiner Baum wird an drei Seilen
mit den Kriften 50, 80 und 100 N in die entsprechenden
Richtungen 0°, 120° und -120° gehalten. In welche Rich-
tung und mit welcher Kraft wird der Baum in Summe
gezogen?

Aufgabe 4.8: Ein grofies Frachtschiff werde von zwei
Schleppern die Elbe hochgezogen. Der kleinere Schlep-
per ziehe den Frachter mit einer Kraft F'; unter einem
Winkel ¢ relativ zur Bewegungsrichtung v. Der zwei-
te Schlepper ziehe den Frachter auf der anderen Seite
mit einer Kraft Fy = 2F;. Unter welchem Winkel ¢,
relativ zur Bewegungsrichtung muss der zweite Schlep-
per den Frachter ziehen, damit dieser seine Richtung
nicht &dndert?

Abbildung 4.13.: Winkel beim Ziehen eines Schiffes.

Aufgabe 4.9: Ein Fahrzeug wiege 1t und habe die
Reibungszahlen g = 0,15 und p = 0,1. Bestimmen Sie
a) die Kraft, um das Fahrzeug horizontal in Bewegung
zu setzen und b) um es in Bewegung zu halten.

Aufgabe 4.10: Sie Untersuchen die Reibung von
Stahl auf Stahl ohne Schmierstoff. Sie lassen hierfiir
einen Stahlklotz auf einer schrigen Stahlebene rut-
schen. Der Klotz beginnt ab einem Winkel 9° zu rut-
schen (horizontal = 0°). Ab einem Winkel von 7° hort
er wieder auf zu rutschen. Bestimmen Sie die Reibungs-
koeffizienten.
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5. Arbeit, Energie und Leistung

5.1. Arbeit W

Wie konnen wir den Begriff Arbeit definieren? Kraft
alleine ist noch keine Arbeit. Wenn ein stdmmiger
Mann mit viel Kraft eine Stunde gegen eine Haus-
wand driickt, so hat er noch keine Arbeit verrichtet.
Erst wenn eine Kraft mit einer Wegstrecke kombiniert
wird, ist mechanische Arbeit verrichtet worden. Mecha-
nische Arbeit ist das Produkt aus Kraft und Strecke.
Die Grofle Arbeit ist ein Skalar, es wird das Formelzei-
chen W vergeben, und sie wird in Joule, kurz J gemes-
sen:

kg m?
)

w=1==-

Beim Thema Flaschenziige haben wir bereits gese-
hen, wie durch geschickte Anordnung von Rollen und
Seilen die benétigte Kraft zum Heben einer Masse
verandert werden kann. Soll eine gegebene Masse m
um die Hohe h angehoben werden, so zeigen Beobach-
tungen, dass im gleichen Mafle wie die benotigte Kraft
abnimmt die Lange des Seils, die gezogen werden muss,
zunimmt. Fiir alle Flaschenziige ist das Produkt aus
Seilldnge [ und bendtigter Kraft F' konstant:

Flll = Fglg = Fglg = mgoh

Wir definieren die Arbeit W als das Produkt einer
Kraft F', die entlang einer Strecke Ar angewendet wird.

W =FAr fiir F, Ar = konst. und ¢ =0 (5.1)

@ ist der Winkel zwischen den Richtungen von Kraft
F und Verschiebung Ar.

Zwei Aspekte miissen fiir eine allgemeine Definiti-
on noch berticksichtigt werden: Erstens, der Winkel
zwischen Richtung der Kraft und Richtung der Bewe-
gung. Zweitens, die Verdnderung der Kraft entlang der

Strecke.

5.1.1. Winkel zwischen Kraft und
Bewegung

Die Richtungen von Kraft Bewegung miissen nicht auf
einer Geraden liegen. Beispiel sei ein Koffer, der an
einem Riemen gezogen wird. Da der Koffer kleiner als
die typische Hohe der Hand eines Menschen ist, wird
der Riemen schrig nach oben gezogen. Es ergibt sich
ein Winkel ¢ zwischen der angreifenden Kraft F' und
der Bewegung v, siehe Abbildung 5.1.

Wird der Riemen senkrecht nach oben gezogen,
so bewegt sich der Koffer nicht (aufler dass er bei
geniigend Kraft angehoben wird). Je kleiner der Winkel
zwischen den Richtungen fiir Kraft und Bewegung ist,
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Abbildung 5.1.: Zum Ziehen des Koffers setzt die Kraft
F unter einem Winkel ¢ zur Bewegung v an.

desto besser wird die Kraft in Bewegung des Koffers
umgesetzt. Dieses Verhalten wird durch das Skalarpro-
dukt von Vektoren ausgedriickt:

W = |F||Ar|cos(F, Ar)

= FAr fiir F' = konst. (5.2)

Wird auf einen Korper quer zu seiner Bewegungs-
richtung eine Kraft ausgeiibt, so wird ggf. seine Rich-
tung gedndert, aber es wird keine Arbeit geleistet. Bei
einer Rakete, die durch Seitentriebwerke gelenkt wird,
erscheint dies zunéchst nicht offensichtlich. Deutlicher
wird dies bei einem gelenkten Korper wie einem PKW
oder einem Zug: Um die Richtung des Fahrzeugs zu
dndern muss nur das Lenkrad betétigt werden bzw.
der Zug rollt auf den gekriimmten Gleisen. In beiden
Fillen wird keine Arbeit verrichtet.

5.1.2. Anderung der Kraft entlang der
Strecke

Bisher haben wir stillschweigend angenommen, dass
auf den betrachteten Korper eine konstante Kraft an-
greift. Des Weiteren sind wir davon ausgegangen, dass
sich der Winkel zwischen den Richtungen von Kraft
und Bewegung nicht &#ndert. Beides sind Annahmen,
die nur unter speziellen Bedingungen gelten. Wir stel-
len uns die Frage, wie die bisherige Gleichung fiir die
Arbeit verallgemeinert werden kann.

Abbildung 5.2 stellt die Bahn eines Kérpers dar, auf
den im Laufe der Bahn unterschiedliche Kréfte angrei-
fen. Um die geleistete Arbeit zu bestimmen, kénnen
wir zunéchst die zuriickgelegte Strecke s in kleine In-
tervalle Ar einteilen. Fiir jedes Intervall bestimmen wir
das Skalarprodukt F'Ar und addieren diese auf, siche
Abbildung 5.3.

In Abbildung 5.3 steht Feg fiir die effektiv zur Arbeit
beitragende Kraft:



Abbildung 5.2.: Kraft und Weg konnen sich in einem
betrachteten Intervall beliebig d&ndern.

Feff

A

> S

Abbildung 5.3.: Das Produkt von Kraft und Weg in
mehreren Intervallen.

Ar
Feg = FE = F -cos(F,r)
Wenn wir die Intervalle Ar immer kleiner werden
lassen, nédhern wir uns dem (Riemannschen) Linienin-

tegral, mit dem wir die Arbeit allgemein definieren:

Wz/Fdr

5.2. Energie E

(5.3)

Energie ist die Moglichkeit Arbeit zu verrichten. Im en-
geren Sinne dieses Kapitels ist Energie die Moglichkeit
mechanische Arbeit zu verrichten, wie wir sie im
vorigen Abschnitt kennengelernt haben. Im weiteren
Sinne gibt es auch andere Formen der Energie wie
Wairmeenergie oder elektrische Energie, auf die wir in
diesem Abschnitt nicht weiter eingehen. Energie ist ein
Skalar, erhilt das Formelzeichen E und wird wie die
Arbeit in Joule, kurz J gemessen:

_ kgm?

El=1J
(5] &
Wird an einer Masse eine Arbeit verrichtet, so ist die
Arbeit gewissermaflen in der Masse ,,gespeichert”. Wir
fithren den Begriff der Energie ein, und unterscheiden
zwischen kinetischer und potentieller Energie.

5.2.1. Kinetische Energie

Wird ein Korper mit Masse m iiber eine Strecke s mit
der Kraft F' beschleunigt, so wurde die Arbeit W =
F's verrichtet und es ist die selbe Menge an Energie

FE = F's in der Bewegung des Korpers gespeichert. Wir
verwenden hier den Begriff der kinetischen Energie.

Wie viel kinetische Energie ist in einem Koérper der
Masse m gespeichert, der sich mit Geschwindigkeit v
bewegt?

Wir betrachten einen Korper, der mit konstanter
Kraft gleichméfig beschleunigt wird. Bezogen auf die
Zeit wird der Korper gleichméflig schneller, siehe Ab-
bildung 5.4 oben. Tragen wir die Geschwindigkeit iiber
die Strecke auf, so stellen wir fest, dass sich die Ge-
schwindigkeit mit der Wurzel der Strecke erhoht, siehe
Abbildung 5.4 mitte. Eine konstante Beschleunigung
setzt eine konstante Kraft voraus, die den Korper be-
schleunigt. Da bei konstanter Kraft die Energie pro-
portional zur zuriickgelegten Strecke ist, kénnen wir
das Diagramm umkehren, und statt der Strecke s die
Energie E auftragen, siche Abbildung 5.4 unten.

v

Abbildung 5.4.: Geschwindigkeit und kinetische Ener-
gie bei konstanter Beschleunigung.

Wir betrachten einen Korper der Masse m, der mit
der Kraft F iiber eine Zeit t gleichméfig beschleunigt
wird. Zum Zeitpunkt null sind Position sy und Ge-
schwindigkeit vg gleich null. Fiir Geschwindigkeit und
Zeit ergibt sich:

F vm
v=at+ v9g =at=—t = t = —
~— m F

=0

Damit kénnen wir die Energie E als Funktion der
Geschwindigkeit v herleiten:

Eyin=Fs=F g1*12—5"001*,4-80 ZthZ
2 —_—— 2
=0
F 2 2
pEp P P ow
2 2m om  F?
Exin = %112 (5.4)

Bemerkenswert ist, dass die Geschwindigkeit zum
Quadrat genommen wird. So hat ein PKW mit einer
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Geschwindigkeit von 60 km/h die vierfache Energie ge-
speichert wie bei 30km/h. Die Auswirkungen werden
bei Unféllen deutlich. Gleichzeitig ist fiir die Beschleu-
nigung von 30 km /h auf 60 km/h dreimal soviel Energie
notig wie fiir die ersten 30 km/h.

5.2.2. Potentielle Energie

Wird ein Korper der Masse m um die Hohe h entgegen
der Erdbeschleunigung g angehoben, ist in ihm eine
potentielle Energie gespeichert:

Epst =m(—g)h=-mgh (5.5)

Der Begriff der potentiellen Energie wird immer
dann verwendet, wenn durch das Verschieben eines
Korpers ein Kraftfeld iberwunden werden muss. Das
kann wie hier erwéhnt eine Masse im Kraftfeld der Er-
de sein, das Stauchen oder Strecken einer Feder wie
in Anwendung 5.3 beschrieben oder das Elektron im
Kraftfeld eines Atomkerns.

Bei der Frage, wie viel potentielle Energie in einem
Korper gespeichert ist, muss der Bezugspunkt geklért
werden. Beispiel: Wurde ein voller Wassereimer mit
10kg Masse um einen Meter angehoben, so wurde ei-
ne Arbeit von W = mgh = 98,1J geleistet und in
Form potentieller Energie gespeichert. Wird dieser Ei-
mer dann in ein 1m tiefes Loch fallengelassen, so gibt
er die doppelte Energie, also 196,2J ab.

Daher ist es wichtig, den Bezugspunkt fiir die po-
tentielle Energie anzugeben. Es spielt dabei keine Rol-
le, ob dieser Bezugspunkt tatsdchlich erreichbar ist. So
kann es sinnvoll sein, den Bezugspunkt ins Unendliche
zu legen, damit sich die Berechnungen vereinfachen.
Zum Beispiel wird die potentielle Energie eines Elek-
trons in einem Atom oder Molekiil relativ zum Unend-
lichen angegeben, was der negativen Bindungsenergie
entspricht.

Fiir die potentielle Energie ist die benotigte Zeit oh-
ne Bedeutung. Ob Sie einen Eimer Wasser innerhalb
einer Sekunde vom Boden auf den Tisch stellen, oder
ob Sie fiir die gleiche Aktion eine Stunde brauchen —
in beiden Fallen speichert der Wassereimer die gleiche
potentielle Energie.

Abbildung 5.5.: Nur die Strecke entlang der Kraft
wirkt sich auf die potentielle Energie aus.

Fiir die potentielle Energie ist nur die Wegstrecke
entlang der Kraft von Bedeutung. Es spielt dabei kei-
ne Rolle, wie lang die bewegte Strecke insgesamt war.
Es konnen auch beliebige Umwege verwendet werden,
siehe Abbildung 5.5.
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5.3. Energieerhaltungssatz

Der Energieerhaltungssatz (kurz Energiesatz) besagt,
dass in einem abgeschlossenen System die Summe aller
Energien iiber die Zeit konstant ist. Es ist unmoglich
innerhalb eines geschlossenen Systems Energie zu er-
zeugen oder zu vernichten.

Z E; = konstant (5.6)

In der klassischen Mechanik kennen wir zunéchst nur
zwei Energieformen: kinetische und potentielle Energie.
Betrachten wir z.B. einen Kérper der Masse m, den wir
um eine Hohe h fallen lassen, so verliert er die potenti-
elle Energie E,,; = mgh. Gleichzeitig wird der Korper
auf die Geschwindigkeit v = 1/2gh beschleunigt, was
einer kinetischen Energie von Ey;, = %1}2 = mgh ent-
spricht. Entlang der Hohe h ist die Summe von poten-
tieller und kinetischer Energie konstant:

Epot + Fiin = konstant fiir abgeschl. System

Diese Aussage stimmt nur, solange wir keine Ener-
gie dem System hinzufiigen, entnehmen, oder in andere
Energieformen umwandeln. Wenn der eben beschrie-
bene Koérper auf dem Boden zur Ruhe kommt, so hat
er seine kinetische Energie in Reibungs-, Verformungs-
und Wérme-Energie umgewandelt. Schlielen wir diese
Energieformen in unsere Betrachtung mit ein, behélt
der Energieerhaltungssatz seine Giiltigkeit.

Abbildung 5.6 zeigt die Flugbahn eines Gummi-
balls. Die Abldufe der Energien sind wie folgt: poten-
tielle Energie aufgrund der Hohe des Balls - kineti-
sche Energie in Abwértsbewegung - potentielle Ener-
gie innerhalb des Gummiballs - kinetische Energie in
Aufwirtsbewegung - potentielle Energie aufgrund der
Hohe des Balls. Wihrend der ganzen Ubergéinge behélt
der Ball eine kinetische Energie aufgrund der horizon-
talen Komponente der Bewegung. Gleichzeitig findet
aufgrund von Reibung kontinuierlich ein Energietrans-
fer in Richtung Wéirme statt.

Der FEnergieerhaltungssatz ist eines der wichtigen
Prinzipien in der Mechanik. Zusammen mit der Impul-
serhaltung und der Drehimpulserhaltung, die wir spéter
kennenlernen, lassen sich zahlreiche Fragestellungen in
der Mechanik beantworten.

5.4. Leistung P

Leistung steht fiir Arbeit pro Zeit bzw. Energie pro
Zeit. Zum einen wird durch Leistung die tatsdchlich
abgegebene Energie pro Zeit angegeben, zum anderen
beschreibt Leistung die Mdglichkeit Energie pro Zeit
abzugeben. Leistung erhélt das Formelzeichen P und
wird in Watt, kurz W gemessen.

J kg m?

[P]:W:g_ s3

Wenn Sie eine Treppe hochgehen, leisten Sie ei-
ne gewisse Arbeit. Hier begegnet uns umgangssprach-
lich bereits der Begriff der Leistung. Sie konnen die



Anwendung 5.1: Kraft und Energie einer Feder

Wirkt auf eine Feder eine duflere Kraft, so &ndert sich
die Lange der Feder und es wirkt eine Riickstellkraft
Fr der von auen einwirkenden Kraft entgegen.
Bauformen sind Schraubenfedern, Kegelfedern,
Schneckenfedern, Blattfedern etc. Es wird zwischen
Zugfedern, Druckfedern und Zug-Druck-Federn un-
terschieden. Beispiele finden sich im Kugelschreiber
(Druckfeder), in einer Héngewaage (Zugfeder) oder
bei der Entkopplung von Massen (Zug-Druck-Feder).

Die Verformung einer Feder wird in einen elasti-
schen und einen unelastischen Bereich unterteilt. Ela-
stisch heifit, die Feder nimmt nach entfernen der Kraft
ihr urspriingliches Maf3 wieder an bzw. jeder auf sie

Fiir viele Federn verhalten sich Kraft und Anderung
der Lénge proportional zueinander. Robert Hook
(1635-1703) hat daraus das spéter nach ihm benann-
te Hookesche Gesetz abgeleitet. Es besagt, dass die
Riickstellkraft einer Feder F'r proportional zur nega-
tiven Federauslenkung Al ist.

Fp=—DAl (5.7)

Die Federkonstante D gibt das Verhéltnis zwischen
Kraft F'r und negativer Auslenkung Al an:

Fp

D==x

Das negative Vorzeichen ergibt sich, da die Riickstell-
kraft der Feder der Auslenkung entgegen wirkt.

Die in einer Feder gespeicherte Energie Ep, ergibt
sich aus dem Produkt der angelegten Kraft F' und der
zuriickgelegten Strecke Al. Da sich die Kraft mit der
Auslenkung &ndert, muss die Kraft iiber die Auslen-
kung integriert werden:

einwirkenden Kraft ist eine eindeutige Linge zuzu- 5o Al Fdl — Al DIldl— D 1l2 Al

ordnen. Eine unelastische Verformung liegt vor, wenn pot 0 —Jo o 2 ],

die angelegte Kraft zu einer dauerhaften Verformung D .,

flihrt. Epot = §Al (5.8)
\ oL o W:/Pm (5.10)

Abbildung 5.6.: Flugbahn eines Gummiballs.

Treppe schnell oder langsam hochsteigen, in beiden
Féllen wurde Thnen als Korper die gleiche potentiel-
le Energie hinzugefiigt. Es scheint Thnen aber, dass Sie
beim schnellen Hochsteigen der Treppe mehr leisten als
beim langsamen Hochsteigen. Wir definieren die mittle-
re Leistung P als den Quotienten der geleisteten Arbeit

AW und der bendtigten Zeit At:
— We—-W AW
P V2 1_

to — 11 At

Oft &dndert sich die Leistung iiber die Zeit, so dass
wir fiir die momentane Leistung das Zeitintervall At
gegen null gehen lassen:

. AW dW
P=dar =

Entsprechend ist die tatséchlich geleistete Arbeit W
bzw. die iibertragene Energie gleich dem Integral der
Leistung P iiber die Zeit t, siche Abbildung 5.7.

(5.9)

Von Interesse ist die benotigte Leistung um einen
Korper mit Geschwindigkeit v gegen eine Kraft F' in
Bewegung zu halten. Es folgt:

Es gilt wieder das Skalarprodukt zwischen den Vek-
toren Kraft F' und v, so dass wir allgemein schreiben
konnen:

P=Fv (5.11)

Die Angabe von Leistungen begegnet uns an vie-
len Stellen des Alltags: 60 W fiir eine herkémmliche
Gliithlampe, 12 W fiir eine vergleichbare Energiespar-
lampe, 90 W auf dem Netzteil Thres Laptops, 1200 W
auf einem Fohn, 15 kW fiir eine Zentralheizung, 50 kW
bei einem PKW, 1,5 MW fiir ein groles Windrad oder
1,5 GW fiir ein kréftiges Kohlekraftwerk.

Zunichst miissen wir zwischen verbrauchter und er-
zeugter Leistung unterscheiden. Ein Verbraucher mit
einer Angabe von 1 W benotigt zum Betrieb 1J pro Se-
kunde. Entsprechend kann eine Energiequelle mit der
Angabe 1 W genau 1J pro Sekunde liefern.

Als nichstes miissen wir zwischen der maximalen
(oder mdglichen) Leistung und der aktuellen (oder
tatsdchlichen) Leistung unterscheiden. Ein PKW mit

35



Die genannten Begriffe machen im Kontext der Ener-
gieerhaltung zunéchst keinen Sinn. Wie kann es einen
Verlust von Energie geben, wenn die Summe aller
Energien konstant ist? — Gemeint sind die Ubergiinge
von gewollten Energien zu ungewollten Energien.

Als Beispiel betrachten wir eine Glithlampe, bei
der ein Wolframfaden durch elektrischen Strom zum
Glithen gebracht wird. Das folgende sog. Sankey-
Diagramm zeigt die eingespeiste Leistung (100%), die
genutzte Leistung (3-5%) und die Verlustleistung (95-
97%).

\ 3-5% Licht-
leistung

100%

elektrische
Leistung

95-97% Verlustleistung (Wérme)

Der Wirkungsgrad beschreibt das Verhiltnis von
abgefiihrter Leistung P,; zu zugefiihrter Leistung P,,,.
Der Wirkungsgrad kann auch {iber die abgefiihrte und
zugefiihrte Energie, F,,, und E,; beschrieben werden.

o Pab o Eab
TP, T B

Als Formelzeichen fiir den Wirkungsgrad wird das
griechische 7 (Eta) vergeben. Es wird keine Einheit
verwendet. Der Wertebereich liegt zwischen null und

eins bzw. 0% und 100%.

Anwendung 5.2: Energieverbrauch, Verlustleistung und Wirkungsgrad

Die oben gezeigte Glithlampe hat somit einen Wir-
kungsgrad von 0,03 bis 0,05 bzw. von 3 bis 5%.

Ab und zu wird ein Wirkungsgrad von iiber 100%
angegeben, was mit der hier gezeigten Definition
unmoglich ist. Beispiele sind Heizungsanlagen mit
Brennwerttechnik oder Warmepumpen. Bei diesen
Angaben iiber 100% verbergen sich andere Energie-
quellen, die bei der Bestimmung des Wirkungsgrads
nicht beriicksichtigt wurden, siehe folgendes Sankey-
Diagramm.

zusétzliche Leistung

abgefiihrte

zugefiihrte Leistung

Leistung

Verlustleistung

Wichtig ist die Berechnung des Wirkungsgrads
fiir ein gegebenes Produkt zu kennen. Oft werden
nur die hochsten Werte préasentiert. So bezieht sich
der Wirkungsgrad von 400% fiir eine Heizungsanla-
ge mit Warmepumpe auf das Verhéltnis von genutzer
Wirme zu elektrischer Energie der Warmepumpe un-
ter idealen Bedingungen. Werden die Wirkungsgrade
der Kraftwerke und des Stromtransports, sowie die
typischen Betriebsbedingungen iiber das ganze Jahr
berticksichtigt, so kann der Gesamtwirkungsgrad un-
ter dem einer normalen Ol oder Gasheizung liegen.

P
4 -
2 ‘
Pl - T TN :
' Arbeit W
0 : : -t
0 131 to

Abbildung 5.7.: Die Arbeit/Energie ist das Integral der
Leistung iiber die Zeit.
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50kW Leistung wird diese nur bei optimaler Dreh-
zahl und maximaler Belastung erreichen. In den mei-
sten Fillen wird die tatséchliche Leistung des PKWs
deutlich unter diesem Wert liegen (was sich positiv
auf die Benzinrechnung auswirkt). Entsprechendes gilt
bei Verbrauchern: Die Leistungsangabe bezieht sich
auf den Maximalwert des Verbrauchers. Ihr Fohn wird
nur bei der héchsten Stufe die angegebenen Leistung
benotigen.

Die Begriffe Leistung und Energie diirfen nicht ver-
wechselt werden. Umgangssprachlich begegnet uns der
Begriff Energieverbrauch der in Bezug auf elektrische
Energie mit der Einheit Kilowattstunden, kurz kWh
gemessen wird. Die Kilowattstunde (kWh) ist physika-
lisch gesehen eine weitere Einheit der Energie:

000 W 3600s 6 N
1kWh = 1kWh. 1000W . 36005 — 3 6.105 Ws = 3,6 MJ

In diesem Zusammenhang wird ein fundamentaler
Zusammenhang zwischen den Einheiten deutlich:

1J=1Nm=1Ws (5.12)

Es ist dem Beitrag der SI-Einheiten zu verdan-
ken, dass dieser Zusammenhang ohne weitere Fakto-
ren moglich ist! Die drei Einheiten reprisentieren drei



grofle Bereiche der Physik: Thermodynamik, Mechanik
und FElektrodynamik. Durch diese Angleichung kénnen
die Energien von einem Bereich der Physik in andere
Bereiche iibertragen werden. So wird in einen Elek-
tromotor elektrische Energie hineingegeben und me-
chanische Energie entnommen. Gleiches gilt fiir den
Ubergang von Mechanik zur Wirme (Reibung), oder
von der Elektrik zur Warme (elektrische Heizung) etc.

5.5. Aufgaben

Aufgabe 5.1: Sie verschieben auf Threm Dachboden
eine schwere Kiste um 5 m mit einer horizontalen Kraft
von 240 N. Wie viel Arbeit haben Sie geleistet?

Aufgabe 5.2: Sie legen auf dem Hamburger Flugha-
fen mit Threm Koffer eine Strecke von 500 m zuriick.
Dabei ziehen an dem Riemen des Koffers mit durch-
schnittlich 20 N unter einem Winkel von 60° relativ zur
horizontalen. a) Wie viel Arbeit haben Sie verrichtet?
b) Wie viel Kraft wére fiir eine kleinere Person nétig,
die den Koffer unter einem Winkel von 30° relativ zur
Oberfliache zieht?

Aufgabe 5.3: a) Wie viel kinetische Energie ist in
einem Radfahrer gespeichert, der zusammen mit sei-
nem Fahrrad 117kg wiegt und gerade 24km/h fihrt?
b) Wie viel Energie ist einem PKW gespeichert, der
mit 120km/h fahrt und zusammen mit Fahrern und
Gepiick 144t wiegt? ¢) Wie viel kinetische Energie ist
in der Erde gespeichert, die sich mit einem Radius von
149600000km um die Sonne rotiert und eine Masse
von 5,9737 - 1024 kg hat?

Aufgabe 5.4: Ein ICE mit Masse 450t werde mit
einer Kraft von 200 kN beschleunigt. Wie lange braucht
der Zug, um von null auf 100 km/h zu beschleunigen?

Aufgabe 5.5: Sie schaufeln 5t Sand auf einen LKW,
dessen Ladefliche ca. 1m hoher gelegen ist. Wie viel
potentielle Energie ist in dem Sand gespeichert?

Aufgabe 5.6: Ein Wanderer erreicht auf seiner 12 km
langen Wanderung einen um 500m hoher gelegenen
Punkt. Ausgehend von einem Gewicht mit Kleidung
und Gepéck von 110kg, wie viel potentielle Energie
hat der Wanderer gewonnen?

Aufgabe 5.7: Zum Wechseln der Stofldampfer ei-
nes PKWs wird das Federbein (Feder-Stofidimpfer-
Kombination) unter Spannung aus- und wieder ein-
gebaut. Wenn die Feder mit Konstante 12kN/m um
20 cm gestaucht ausgebaut wird, welche Energie ist in
ihr gespeichert?

Aufgabe 5.8: Eine Kugel mit Masse 100 g wurde von
einer Feder mit Konstante 1kN/m beschleunigt, die
zuvor um 10 cm gestaucht wurde. Wie schnell bewegt
sich die Kugel unter idealen Voraussetzungen?

Aufgabe 5.9: Ein Turmspringer mit Korpergewicht
75kg springt von einem 10m hohen Turm ins Was-
ser. Wie viel kinetische Energie ist in dem Springer auf
Hohe der Wassers gespeichert, und wie hoch ist seine
Geschwindigkeit?

Aufgabe 5.10: Ein Kran verbraucht maximal 3 kW
und hat einen Wirkungsgrad von 0,7. Mit welcher ma-
ximalen Geschwindigkeit kann der Kran ein Gewicht
von 1t anheben?

Aufgabe 5.11: Sie konstruieren einen PKW mit elek-
trischem Antrieb, der bei 120km/h einer Kraft von
420 N standhalten muss. Wie viel Leistung in kW muss
der Wagen haben?

Aufgabe 5.12: Der Luftwiderstand eines PKWs
steigt in etwa quadratisch mit der Geschwindigkeit.
Sie vergleichen zwei PKWs: Fahrzeug a) fihrt fiir eine
Stunde gleichméBig mit 100 km/h. Fahrzeug b) féhrt
fiir 30 Min. mit 50 km/h und dann fiir weitere 30 Min.
mit 150km/h. Um welchen Faktor muss Fahrzeug b)
mehr Arbeit verrichten als Fahrzeug a)?

Aufgabe 5.13: Eine Kanonenkugel wiege 5 kg, werde
in der Kanone mit einer Arbeit von 5000J beschleu-
nigt und unter 45° abgeschossen. Wie weit fliegt die
Kanonenkugel auf ebener Fliche?
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6. Impuls und StoB3

6.1. Impuls p

Der Impuls (auch Bewegungsmenge oder Momentum,)
beschreibt die Bewegung, die in einer Masse Enthal-
ten ist. Umgangssprachlich kann auch von Wucht oder
Schwung gesprochen werden. Der Impuls eines Korpers
ist das Produkt aus Masse m und Geschwindigkeit v
und ist damit eine gerichtete Grofle:

p=mv (6.1)

Der Impuls erhilt das Formelzeichen p und wird in
Newtonsekunden, kurz Ns gemessen:

[p] = Ns = 2812

S

Der deutsche Begriff Impuls ist etwas irrefithrend,
beschreibt er doch intuitiv ein kurzzeitiges Ereignis.
Tatséchlich fithrt ein sich bewegender Korper stindig
einen Impuls mit sich. Die kurzzeitige Anderung der
Bewegung wird weiter unten unter dem Begriff Stof
behandelt.

Fiir den Zusammenhang zwischen kinetischer Ener-
gie Fyi, und Impuls p erweitern wir die Gleichung fiir
die kinetische Energie Fij, = Zv? mit der Masse m

2
und ersetzen das Produkt mwv durch den Impuls p:

Ekin =
(6.2)

Der Zusammenhang zwischen Kraft fiir die Beschleu-
nigung und Impuls l&sst sich iiber die Beschleunigung
herleiten. Zusammen mit der Umkehrung stellt diese
Gleichung einen Elementaren Zusammenhang dar:

dv d2
dp .
F=L_ .
% =P (6.3)
p:/th (6.4)

In Abbildung 6.1 ist der Zusammenhang zwischen
Kraft F' und Impuls p der genannten Gleichungen fiir
ein Intervall At grafisch dargestellt. Wir erinnern uns,
eine Kraft F iiber eine Strecke s entspricht der Arbeit
(bzw. Energie): W = [ F ds. Der Impuls ist eine Kraft
F iiber eine Zeit t: p = [ Fdt.

Der Zusammenhang zwischen Impuls p und Kraft F
ist unabhéingig von der Masse des bewegten Korpers.
Werden auf zwei Korper unterschiedlicher Massen mq
und mo fiir die gleiche Zeit At die gleiche Kraft F
ausgeiibt, so erhalten beide den gleichen Impuls Ap.
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Abbildung 6.1.: Impuls ist das Produkt aus Kraft und
Zeit.

Wirkt auf einen Koérper eine konstante Kraft F'y,
so lasst sich das Integral fiir den Impuls l6sen, siehe
Abbildung 6.2:

p:/Fodt:Fot+p0 fiir F9 = konst.

Je nach Fragestellung kann die Konstante p, héufig
auf null gesetzt werden.

F
A
FO ----- I T _-_————
l Impuls- l
} dnderung }
: Ap = F()At :
O 1 1 >
0 ty ty + At

Abbildung 6.2.: Impulsédnderung im Intervall At bei
konstanter Kraft.

6.2. StoB

Der Stofs ist eine kurze Wechselwirkung zwischen zwei
Korpern, bei dem sich im Allgemeinen Geschwindigkeit
und Richtung, und damit auch Impuls und Energie der
Korper dndern. Wihrend eines Stofles treten fiir kur-
ze Zeit grofere Krifte auf, die dafiir sorgen, dass die
Korper ihre Bewegung &dndern. Vor einem Stofl bewe-
gen sich die zwei Korper aufeinander zu, nach dem Stof3
entfernen sie sich voneinander, siche Abbildung 6.3.
Die Anderung des Impulses ergibt sich aus dem In-
tegral der Kraft iiber die Zeit wiahrend des Stofles:

t1+At
Ap = / Fdt

t1
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Abbildung 6.3.: Bei einem Stof treten fiir eine kurze
Zeit grofle Krifte auf.

Die Frage, ab welcher Zeit eine Impulséinderung als
Stofl betrachtet werden kann, ist nicht eindeutig zu be-
antworten. Wird ein PKW in 10s von null auf 50 km/h
beschleunigt, so spricht man nicht von einem Stof.
Wenn der PKW mit 50km/h gegen einen Baum fihrt,
und in Bruchteilen einer Sekunde auf null abgebremst
wird, so kann klar von einem Stofl gesprochen wer-
den. Dagegen kann eine Sternkollision aus mechani-
scher Sicht deutlich langer ausfallen. Es kommt auf den
Kontext an.

Beispiel: Beim Elfmeterschiefien im Fuf3ball wird der
Ball aus seinem Ruhezustand durch einen Tritt des
Spielers in Bewegung gesetzt. Bei einem Gewicht von
450g und einer Geschwindigkeit von 100km/h ent-
spricht dies einem Impulsiibertrag von 12,5 Ns.

Beispiel: Wird eine 170 g Kugel beim Poolbillard um
10 m/s beschleunigt, so wurde ihr ein Impuls von 1,7 Ns
zugefiigt.

6.3. Impulserhaltungssatz

Wir haben bereits gesehen, dass die auf einen Korper
einwirkende Kraft gleich der Anderung des Impulses
ist, siehe (6.3). Wirkt auf den Koérper keine Kraft, so
heifit das im Gegenzug, dass der Impuls konstant ist.

_dp _

F=—==
dt

0 & p = konst.
Der Impulserhaltungssatz besagt, dass in einem ab-
geschlossenen System die Summe aller Impulse kon-

stant ist.

Zpi = konstant (6.5)

Finden Kollisionen zwischen den Kérpern eines abge-
schlossenen Systems statt, so &ndern sich zwar die Im-
pulse einzelner Korper, aber der Gesamtimpuls bleibt
unveréndert.

Der Impulserhaltungssatz ist ein elementarer Erhal-
tungssatz der Mechanik. Zusammen mit dem Energie-
erhaltungssatz lassen sich zahlreiche Bewegungen be-
schreiben. Im Folgenden wollen wir die beiden uns be-
kannten Erhaltungssétze bei Stoen anwenden.

6.3.1. Elastischer Stof3

Wir betrachten einen elastischen, zentralen Stof3 auf
einer Geraden: Zwei Korper mit Massen m; und mo
bewegen sich vor der Kollision mit den entsprechenden
Geschwindigkeiten v; und vy aufeinander zu. Bei der
Kollision #ndern sich ihre Geschwindigkeiten entspre-
chend zu v} und v}, mit der sie sich dann auseinander
bewegen, siehe Abbildung 6.4.

(—

ey
V) vl
vt Qo

Abbildung 6.4.: Elastischer Stofl zwischen zwei Ku-
geln.

Vor dem Stofl ndhern sich die beiden Kérper mit der
Geschwindigkeit |v; — v2| an, nach dem Stof} entfernen
sich die Kérper voneinander mit der Geschwindigkeit
|v] — v}, siehe Abbildung 6.5.

[
A

Annéiherungi Stof3 iEntfernung

Abbildung 6.5.: Zeitlicher Verlauf der Geschwindigkeit
beim elastischen Sto8.

Wir wenden den Impulserhaltungssatz an:

!/ /
M1V + Moz = M1V + MoUy

mi (v —vy) = ma(vy — v2)

Das Gleiche gilt fiir den Energieerhaltungssatz:

my o M2 o M1 ,5 M2 )
—v] + —vy = —v"+ —v
2 b g 2T gL T g2
2 2 ) 2
my(vi —vy") = ma(vy — v3)

)
my(v1 — vy)(v1 4 v}) = ma(vh — va)(vy + v2)

Wir setzen den umgeformten Impulssatz links ein:

/ p—

ma(vy — va)(v1 4 v7) = ma(vy — va)(v5 + v2)

vy + 0] = vy + v (6.6)
Wir setzen (6.6) in den umgeformten Impulssatz ein:

mi(vy —vy) = ma(v] +v1 — Vo — va)

my(v) — v — vh 4+ v1) = ma(vh — vo)
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Bei der Spaltung von Uran-Atomen in einem Kernre-
aktor entstehen schnelle Neutronen, welche die Spal-
tung weiterer Uran-Atomkerne auslosen. Allerdings
miissen die Neutronen abgebremst werden, damit die
Wahrscheinlichkeit der Kernspaltung zunimmt. Mit
welchen Elementen kénnen Neutronen am wirksam-
sten abgebremst werden?

Neutron Atomkern

— &

Nach der Kollision betréigt die Geschwindigkeit des

Atomkerns:
o = (m2 — ml)’l)g + 2mqv1 . 2mqiv
5= =
mi + mo

mi + mo
Wenn ein schnelles Neutron auf einen ruhenden Atom-
kern trifft, so wird bei dem Stof} eine Energie vom
Neutron an den Atomkern iibertragen:
ma
Eirans = Eé = 71}52

Wir setzten die Geschwindigkeit des Atoms ein:

2
/ mo 2m1v1
= E2 = 2 =———
2 (m1 + m2>
Mit f fiir die Atommasse mo relativ zur Neutronen-
masse my folgt mit mo = fmy:

fmy ( 2myv; )2 B 2fmyv?
2 ma —|— fm1 o (f —|— 1)2

Etrans

Etrans =

Anwendung 6.1: Abbremsen von Neutronen in einem Reaktor

Wir wollen das Maximum von FEj,.,s finden, leiten
daher die Energie nach f ab und setzen diese gleich
null:

dEtrans

df

—f

1
e

= 2mv?
f=1

Bei f=1 miissen die bremsenden Atome die gleiche
Masse haben wie die Neutronen. Das beste Element
dafiir ist Wasserstoff mit nur einem Proton als Atom-
kern. Wasserstoff als reines Element ist ungiinstig in
der Handhabung. Gut geeignet ist normales Wasser,
H50O: Zwei von drei Atomen haben die ideale Atom-
masse, es hat eine hohe Warmekapazitit und die
Wairme kann fliisssig oder gasférmig abtransportiert
werden.

Auch in der klassischen Mechanik kann diese Er-
kenntnis verwendet werden, um einen maximalen
Energietransport zu erzielen.

Qo— QO
Q0
t @ O

Nach Umstellung ergibt sich:

_ (ml — mg)vl + 2movo (67)
mi + mo

(T)’LQ — ml)vg + 2m1v1

—_

v

(6.8)

vh =
mi + Mo
Beispiel: Eine Kugel mit Masse 3 kg und Geschwin-
digkeit 4m/s trifft auf eine ruhende Kugel mit Masse
1kg. Nach dem Stof} hat die schwerere Kugel eine Ge-
schwindigkeit von 2m/s und die vorher ruhende Kugel
bewegt sich mit 6 m/s. Vor und nach dem Stof} betréigt
der Gesamtimpuls 12 Ns und die Gesamtenergie 24 J.
Von besonderem Interesse ist das Abbremsen von
Korpern durch ruhende Objekte. Um einen maxima-
len Energietransfer zu erzielen miissen die Massen der
bewegten und ruhenden Korper gleich gew&hlt werden,
sieche Anwendung 6.3.1.

6.3.2. Unelastischer StoB3

Wir betrachten einen unelastischen, zentralen Stof3 auf
einer Geraden: Zwei unelastische Koérper mit den Mas-
sen m; und ms bewegen sich vor dem Stofl mit den Ge-
schwindigkeiten v; und vs. Beim Stofl verformen sich
die Korper der Art, dass sie sich nach dem Stof§ zu-
sammen mit gleicher Geschwindigkeit v’ bewegen, sie-
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he Abbildung 6.6. Die Geschwindigkeiten iiber die Zeit
sind in Abbildung 6.7 dargestellt.

v
A\ t

Abbildung 6.6.: Unelastischer Stofl zwischen zwei Ku-
geln.

Es gilt der Impulserhaltungssatz:

mivy + mavg = (my + ma)v’
Die Gleichung lisst sich direkt nach v umstellen:

o — miv1 + Mavy (6.9)
mi + mo

Beim unelastischen Stoff wird ein Teil der Bewe-
gungsenergie in Verformungsarbeit W umgewandelt, so
dass die Summe der kinetischen Energien beim Stof3
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Abbildung 6.7.: Zeitlicher Verlauf der Geschwindigkeit
beim unelastischen Stof.

abnimmt. Mit F; und Es fiir die kinetischen Energien
vor dem Stofl und E’ fiir die kinetische Energie nach
dem Stof} folgt fiir die Verformungsarbeit W:

W:E1+E2_E/:@v%+@v2_mvf2
2 2 2
mi o ma o mi + mo miv1 + Mmov2 2
= 7’01 + 7'02 —
2 2 2 my + mo
Cmy o, Mg 5 (myvr 4+ maovs)?
=—v+ v, - ——
2 2 2(m1 + m2>
_ mlmgv% + mlmgv% — 2MoMmat1 Vs
- 2(m1 + mg)
o omamg v% — 20102 + v%
n my + mo 2
2
mim V] — U
L A ) (6.10)
mi + mo 2

Unelastische StoBe begegnen uns bei Verkehrsunfil-
len. Dabei spielt die Verteilung der Massen auf die bei-
den Fahrzeuge eine wichtige Rolle. Das leichtere Fahr-
zeug erfihrt eine hohere Anderung der Geschwindig-
keit, so dass die Insassen grofleren Kréften ausgesetzt
sind.

Beispiel: Zwei PKWs kollidieren frontal. Beide Wa-
gen haben vor der Kollision eine Geschwindigkeit von
30km/h (einer in negativer Richtung). Die Massen der
PKWs betragen m; = 1,6t und my = 0,8t. Nach
der Kollision bewegen sich beide (stark beschidigte)
PKWs mit einer Geschwindigkeit von 10km/h, nur
dass sich fiir den leichteren Wagen die Richtung umge-
kehrt hat. Das schwerere Fahrzeug hat eine Geschwin-
digkeitsiinderung von 20km/h erfahren, wéihrend das
leichtere Fahrzeug seine Geschwindigkeit um 40 km/h
gedndert hat.

6.4. Bezugssysteme

Sie sitzen in einem geméchlich dahinfahrenden Zug,
und lassen einen Stein aus dem Fenster fallen. Aus Ih-
rer Perspektive bewegt sich der Stein senkrecht nach
unten, bis er schliellich auf dem Boden ankommt. Ein
FuBgénger in der Nihe der Bahngleise beobachtet den
Vorgang und sieht, wie der Stein in Form einer Parabel
auf den Boden fillt, siehe Abbildung 6.8.

Wir haben im Verlauf der Vorlesung schon mehrfach
gesehen, dass wir den Ursprung eines Koordinatensy-
stems zur Berechnung einer Aufgabe zu unseren Gun-
sten platzieren kénnen, wobei das Koordinatensystem
unser Bezugssystem darstellt. Dabei haben wir bisher
das Bezugssystem nur einmal statisch verschoben und
iiber die Zeit nicht veréndert. In diesem Abschnitt wol-
len wir das Bezugssystem dynamisch verschieben.

Grundsétzlich kann ein Bezugssystem iiber die Zeit
beliebig verschoben werden, wir wollen uns aber hier
auf ein Inertialsystem beschrinken. In einem Inertial-
system wird das Bezugssystem mit einer gleichférmigen
Bewegung verschoben. Das heifit, das bewegte Bezugs-
system rotiert nicht, und wird nicht beschleunigt.

Wir bezeichnen mit r5(¢) den Ursprung eines sich
bewegenden Bezugssystems zum Zeitpunkt ¢ relativ zu
einem ruhenden Bezugssystem, mit vp die Geschwin-
digkeit des Bezugssystems und mit rpg = r5(0) den
Ursprung des Bezugssystems zum Zeitpunkt null. Die
Groflen im bewegten Bezugssystem versehen wir mit
einem Apostroph .

’I"B(t> = ’UBt + T Bo
' (t) = 7(t) —rp(t) = 7(t) — vt — TRo
V' (t) =v(t) —vp

Unsere bisherigen Untersuchungen bezogen sich aus-
schliellich auf einen ruhenden Betrachter. Wir verwen-
den fiir dieses ruhende Bezugssystem den Begriff La-
borsystem. Sie stehen in ihrem Labor und beobachten
das Experiment.

Von besonderer Bedeutung ist das Schwerpunktsy-
stem, bei dem wir das Bezugssystem dem Schwerpunkt
der Massen folgen lassen. (Das Thema Schwerpunkt
behandeln wir spéter ausfiihrlicher.) Im Schwerpunkt-
system ist die Summe der Impulse null. Die Geschwin-
digkeit vp des Schwerpunktsystems ergibt sich aus der
Summe der Impulse. Fiir zwei bewegte Korper gilt:

0= mlv/l + mQ'Ulz

0= ml('vl — ’UB) + mQ(’Ug — ’UB)
vp(mi +ma) = mivy + mevs
mivi + Mmovsy

VB =
mi + mo

Fiir beliebig viele Korper folgt:

. Zz m;v;

vg = = ——
Zimi

Diese Gleichung gilt fiir beliebige Bewegungen im
Raum zu einem Zeitpunkt. Im Folgenden wollen wir
den elastischen und unelastischen, zentralen Stof3 auf
einer Geraden im Schwerpunktsystem betrachten.

fiir Schwerpunktsystem  (6.11)

6.4.1. Elastischer StoBB im
Schwerpunktsystem

Die Summen der Impulse vor und nach dem Stof} sind
null:

mivq, + move = 0 = Vo =——n
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Anwendung 6.2: Ballistisches Pendel

Mit einem ballistischen Pendel wird die Geschwindig-
keit von Projektilen bestimmt. Das Projektil wird auf
ein Pendel geschossen und bleibt in ihm stecken (un-
elastischer Stof). Das Pendel wird durch den Schuss
in Bewegung gesetzt und bewegt sich bis zu einer ma-
ximalen Hohe h, siehe folgende Abbildung:

Y

Wie hoch war die Geschwindigkeit v; des Projektils
mit Masse mq, wenn das Pendel um eine Hohe h aus-
geschlagen hat? Das Pendel habe die Masse mo und
befinde sich vor dem Schuss in Ruhelage.

Geschwindigkeit v” des Pendels direkt nach der Kol-
lision mit dem Projektil:

=0

Kinetische Energie Ey;, des Pendels direkt nach der
Kollision mit dem Projektil:

E,:ml—l—mg ,2:m1+m2. m%v%
2 2 (my + mg)?
mivt
 2(my +my)

Potentielle Energie Epo¢ beim héchsten Ausschlag
des Pendels:

Epor = (m1 + ma)goh

Jetzt setzen wir die Energien nach dem Energieer-
haltungssatz zusammen und 16sen nach der Projektil-
Geschwindigkeit v auf:

m2v?
mi +m h=—171
( 1 2)90 2(m1+m2)
mi+m
vy = %\/2goh
1

Dieses Verfahren wurde bereits 1740 von Benjamin
Robins erfunden. Seinerzeit bestand das Pendel aus
einem Stiick Holz, das stark genug war, das Projektil

—~—
, M1V +Mav2 MU
T omi4me my+me einzufangen.
a) @ b) OOQO Laborsystem Schwerpunktsystem
Q OO @ Q > 9
9 9 9 @0
o ° 9 — 't < Q>
9 Q

Abbildung 6.8.: Ein aus dem Zug fallen gelassener
Stein a) aus Sicht eines bewegten und b) eines ru-
henden Betrachters.

mq
/ !/ / /
mivy + mavy =0 = Uy =——"
mao
Wir setzten dies in (6.6) ein:
/ /
V1 + v = U2 + Uy
mi mi
/ /
V1V = U+
mo mo

v] <1—|—ml> =—u (1-1—ml>
mo m2

Das gleiche kénnen wir fiir die Geschwindigkeiten wvo

und v} durchfiithren und erhalten:
elastisch im Schwerpunktsystem (6.12)

(6.13)

l
vy = —01

/

vy = —vg elastisch im Schwerpunktsystem

Bei einem elastischen Stofl im Schwerpunktsystem
bewegen sich zwei Korper nach dem Stof jeweils mit
der gleichen Geschwindigkeit auseinander, mit der sie
sich vor dem Stofl angenéhert haben.
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Abbildung 6.9.: Elastischer Sto im Labor- und
Schwerpunktsystem.
6.4.2. Unelastischer StoB3 im
Schwerpunktsystem
Laborsystem Schwerpunktsystem

— QO
QO
OG> t

Abbildung 6.10.: Unelastischer Stofi im Laborsystem
und Schwerpunktsystem.

@ 9
QO
Q0

Beim unelastischen Stofl im Schwerpunktsystem ist
die Geschwindigkeit nach dem Stof null. Das ergibt
sich aus dem Vergleich von (6.9) und (6.11).

vi=vy,=v"=0  unelastisch im Schwerpunktsys.

(6.14)



6.5. Drehmoment, Drehimpuls und
Tragheitsmoment

Wir haben uns schon an verschiedenen Stellen mit
Korpern beschiéftigt, die sich auf einer Kreisbahn bewe-
gen. In diesem Abschnitt wollen wir dem weiter nach-
gehen, und fiihren die genannten Begriffe ein.

Die Bewegung auf einer Kreisbahn ist eng mit
der Bewegung auf einer Geraden verwandt. Fiir viele
Groflen der geraden Bewegung gibt es ein Gegenstiick
fiir die Kreisbewegung. Mit einigen dieser Groflen ha-
ben wir es in diesem Abschnitt zu tun und listen sie
schon mal in Tabelle 6.1 auf.

6.5.1. Winkel, Winkelgeschwindigkeit und
Winkelbeschleunigung

Zunéchst betrachten wir die Groflen Winkel, Winkel-
geschwindigkeit und Winkelbeschleunigunyg.

Genauso, wie sich eine Position durch einen Ortsvek-
tor ausdriicken ldsst, konnen wir einen Winkel durch
einen Vektor ausdriicken. Dabei entspricht der Betrag
des Vektors dem Winkel in Bogenmaf}. Die Richtung
des Vektors ergibt sich durch die Drehrichtung des
Winkels. Er steht senkrecht auf der Ebene des Win-
kels in Richtung eines rechtsdrehenden Systems, siehe
Abbildung 6.11 links.

L=

Abbildung 6.11.: Winkel, Winkelgeschwindigkeit,
Winkelbeschleunigung als Vektoren.

Bei einem rechtsdrehenden System zeigt der Vek-
tor in die Richtung einer Schraube mit Rechtsgewinde:
Drehen Sie die Schraube rechtsherum, so entfernt sie
sich von Thnen; drehen Sie die Schraube nach links, so
bewegt sich sich auf Sie zu.

Wir haben bereits gesehen, dass sich die Winkelge-
schwindigkeit w aus dem Quotienten von Geschwindig-
keit v und Radius r ergibt:

v
w=—
r

Allgemeiner kénnen wir uns die Winkelgeschwindigkeit
als einen Vektor vorstellen, der senkrecht zu Radius
und Geschwindigkeit steht, siehe Abbildung 6.11 Mitte.

Wir schreiben die Geschwindigkeit des Korpers als
Vektorprodukt von Winkelgeschwindigkeit und Radi-
us:

v=wXr (6.15)

Das Vektorprodukt schliefit auch den Fall ein, dass
sich der Korper nicht auf einer Kreisbahn bewegt. Be-
wegt sich der Korper z.B. radial vom Mittelpunkt des
Kreises weg, so ist das Vektorprodukt null und es findet
keine Drehung um den Mittelpunkt statt.

Das Gleiche gilt fiir die Winkelbeschleunigung «.
(Beachten Sie den Unterschied zwischen o und a bzw.
zwischen e und a.) Die Winkelbeschleunigung « ist die
Beschleunigung a auf der Kreisbahn geteilt durch den
Radius r

a
o= -
r
Allgemein schreiben wir:
a=axr (6.16)

Es gelten die gleichen Zusammenhénge wie bei einer
geraden Bewegung:

_de .
W= = (6.17)
dw . ..
a=_=w=4 (6.18)
w:/adt (6.19)
cp:/wdt://adt2 (6.20)

Bei einer gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit wq
konnen wir das Integral fiir ¢ auflésen:

<p:/w0dt:w0t—|—cp0

wobei ¢ fiir den Winkel zum Zeitpunkt ¢ = 0 steht.
Bei einer gleichféormigen Winkelbeschleunigung o
konnen wir die Integrale fiir w und ¢ auflésen:

w:/aodt:aot+w0

<p:/wdt:/(a0t+wo)dt:%tQ—Fwot—i—gao

wobei ¢, und wq fiir Winkel und Winkelgeschwindig-
keit zum Zeitpunkt ¢ = 0 stehen.

6.5.2. Drehmoment M

Das Drehmoment beschreibt die Kraft, die auf eine
Drehachse in Drehrichtung ausgeiibt wird, siehe Ab-
bildung 6.12.

Abbildung 6.12.: Das Drehmoment.

Das Drehmoment ist proportional zur angelegten
Kraft:

M x F

Je weiter entfernt von der Achse die Kraft angreift,
desto grofler ist das Drehmoment. Daher ist das Dreh-
moment auch proportional zum Abstand r zwischen
Drehachse und angelegter Kraft:
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Gerade Bewegung Kreisbewegung Zusammenhang
Position: s Winkel: ¢
Geschwindigkeit: v =58 Winkelgeschwindigkeit: w = ¢ v=wXr
Beschleunigung: a=v=35 Winkelbeschleunigung: a=w = ¢ a=axr
Kraft: F =ma Drehmoment: M = Ja« M=rxF
Masse: m =L Trigheitsmoment: J = 21 J =mr?
Impuls: p=mv = [Fdt Drehimpuls: L =Jw= [Mdt L=rxp
kinetische Energie:  Fyj, = Zv? Rotationsenergie: FEyo = %wz E.ot = Fyin

Tabelle 6.1.: Vergleich von Kreisbewegung und gerader Bewegung eines Massepunktes.

M xr
Wir verallgemeinern diese Zusammenhénge durch
das Vektorprodukt:

M=rxF (6.21)

Das Drehmoment erhalt das Formelzeichen M und
wird in Newtonmetern, kurz Nm gemessen:

~ kgm?

[M] =Nm e

Das Drehmoment steht senkrecht auf Radiusvektor
r und Kraftvektor F' in einem rechtsdrehenden Sy-
stem. Das Vektorprodukt beriicksichtigt den Winkel
zwischen Radiusvektor r und Kraftvektor F', siche Ab-
bildung 6.13.

Abbildung 6.13.: Drehmoment mit Winkel ¢ zwischen
Radius- und Kraftvektor.

Es ergibt sich eine effektive Lange | zwischen Kraft
und Drehachse mit:
l=rsing

Stehen der Radiusvektor r und der Kraftvektor F
senkrecht aufeinander, so ergibt sich fiir das Drehmo-
ment:

M=rF fiir » senkrecht auf F

Wirken auf eine Drehachse mehrere Drehmomente,
so konnen diese zu einem Gesamtmoment addiert wer-
den:

M=M+My+ -+ M,=> M,

Dies gilt auch fiir Drehmomente unterschiedlicher
Richtungen:

M:M1+M2+~~~+Mn:ZMi (6.22)
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Die genannten Gleichungen beschreiben nicht nur
den Ubergang von Kraft und Radius zum Drehmo-
ment. Sie kénnen auch fiir den Ubergang von Drehmo-
ment zur Kraft verwendet werden. So wird bei Motoren
hiufig das maximale Drehmoment angegeben, was et-
was iiber das Kraftvermogen des Motors aussagt.

M
F==
"

fiir » senkrecht auf F’

Bei PKWs findet sich oft das maximale Drehmoment
bei einer gegebenen Drehzahl. Allerdings hat dies fiir
den Kunden nur eine bedingte Aussagekraft. Um die
maximale Beschleunigung zu bestimmen ist die maxi-
male Leistung in PS oder kW hilfreicher.

6.5.3. Tragheitsmoment J

Wir betrachten einen Kérper mit Masse m, auf den ent-
lang einer Kreisbahn mit Radius r eine Kraft F* wirkt,
und der dadurch mit a beschleunigt wird:

F=ma

Wir ersetzen die Kraft durch das Drehmoment F = %

und die Beschleunigung durch die Winkelbeschleuni-
gung a = ar und stellen die Gleichung um:

M
— =mar
r

M=mr?a

Das heif3t, um einen Massepunkt mit Masse m mit ei-
ner Winkelbeschleunigung o zu Beschleunigen, ist das
genannte Drehmoment von M notig.

Wir definieren das Trdgheitsmoment

2 (6.23)

J=mr fiir einen Massepunkt
Das Tragheitsmoment erhélt das Formelzeichen J

und wird in kgm? gemessen:

[J] = kgm?

Das Triagheitsmoment stellt das Bindeglied zwischen
Winkelbeschleunigung und Drehmoment dar. Da die
Vektoren von Winkelbeschleunigung und Drehmoment
in die gleiche Richtung zeigen, kénnen wir das Dreh-
moment M allgemein beschreiben:

M=J« (6.24)



Bisher haben wir uns auf Massepunke beschrinkt.
Fiir Korper endlicher Grofle ergeben sich andere Trig-
heitsmomente, auf die wir in einem spéateren Kapitel
eingehen werden.

Das Trégheitsmoment bei der Kreisbewegung ent-
spricht in vieler Hinsicht der Masse bei einer geraden
Bewegungen, siehe Tabelle 6.1.

6.5.4. Rotationsenergie FE,o

Um einen Korper auf einer Kreisbahn zu beschleuni-
gen, muss eine Arbeit verrichtet werden, die in Form
von kinetischer Energie in dem System gespeichert
wird. Die kinetische Energie eines Korpers auf einer
Geraden haben wir bereits kennengelernt:

E = %v2
Wir setzen fiir die Geschwindigkeit v die Winkelge-

schwindigkeit w ein:

m 2

mr
E=—(rw)?= w?
2 (rw) 2
Der Zahler des Bruchs entspricht dem Trégheitsmo-
ment J, so dass wir fiir die Rotationsenergie FE,o

schreiben koénnen:

J
Eror = 50‘)2
Wir fiihren hier bereits den Begriff der Rotation ein,

den wir aber erst spéter ausfiihrlicher behandeln.

(6.25)

6.5.5. Drehimpuls L

Der Drehimpuls entspricht dem Impuls auf einer Kreis-
bahn. Umgangssprachlich kann auch von der Wucht
i der Drehung oder dem Drall gesprochen werden.
Der Drehimpuls erhélt das Formelzeichen L und wird
in Newtonmetersekunde, kurz Nms oder Joulesekunde,
kurz Js gemessen:

2
[L] = Nms = Js = kgm

S

L

Abbildung 6.14.: Der Drehimpuls.

Wurde ein Massepunkt, der um ein Zentrum rotiert,
mit einem Drehmoment M fiir eine Zeit ¢ beschleunigt,
so erhélt dieser Korper ein Drehmoment L von:

L = Mt

Da sich das Drehmoment iiber die Zeit d&ndern kann,
driicken wir den Zusammenhang durch ein Integral aus
und bilden die Umkehrung;:

L:/Mdt

(6.26)

dL

-

Wie ist der Zusammenhang zwischen Impuls p und
Drehimpuls L? Wir suchen den Drehimpuls L als Funk-
tion des Impulses p bei gegebenem Radius r. Wir gehen
zunéchst von einem Massepunkt der Masse m aus, der
mit einem konstanten Radius um ein Zentrum auf ei-
ner Ebene rotiert. Fiir den Betrag des Drehimpulses L

ergibt sich:
L:/Mdt:/|r><F|dt

:/ert:r/th:rp

Unter Beriicksichtigung des Winkels zwischen dem Ra-
dius 7 und dem Impuls p folgt allgemein:

L (6.27)

L=rxp (6.28)

Als néchstes wollen wir den Drehimpuls L als Funk-
tion der Winkelgeschwindigkeit w herleiten. Wir be-
trachten wieder einen Massepunkt der Masse m, der
um eine Achse mit konstantem Radius 7 mit Impuls p
rotiert:

L=rp=rmv=rmwr=mrw=Jw

Im letzten Schritt haben wir Masse und Radius durch
das Tragheitsmoment J ersetzt. Allgemein schreiben
wir:

L=Jw (6.29)

6.6. Drehimpulserhaltungssatz

Ein weiterer elementarer Erhaltungssatz in der Physik
ist der Drehimpulserhaltungssatz. Er besagt, dass in
einem geschlossenem System ohne von auflen einwir-
kende Krifte die Summe aller Drehimpulse um einen
Punkt konstant ist:
> L; = konstant (6.30)
K3

Beispiel: Auf Kinderspielplitzen gibt es hiufig ein
Karussell, auf denen die Kinder Platz nehmen, und
dass von anderen Kindern oder den Eltern angescho-
ben wird. Befindet sich das Karussell in einem guten
Zustand, so wird es nach dem Anschieben noch lange
rotieren, bevor es wieder zu Stillstand kommt. Wenn
in dieser Phase sich die Kinder in Richtung der Mit-
te des Karussells bewegen, so bewegt sich das Karus-
sell schneller. Grund ist, dass das Tréagheitsmoment der
Kinder durch den reduzierten Radius abnimmt und
zum Erhalt des Drehimpulses die Winkelgeschwindig-
keit zunehmen muss.

Wir betrachten eine Kugel, die an einem Faden
der Linge I3 um einen Mittelpunkt mit der Win-
kelgeschwindigkeit w; rotiert, sieche Abbildung 6.15.
Wird wiahrend dieser Bewegung die Fadenldnge auf [,
geiindert, dndert sich die Winkelgeschwindigkeit um:

(2

ﬂ_L/JQ_J] _ml%

w1 _L/Jl _72_’/711%
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Die Geschwindigkeit v der Kugel &ndert sich um:

va waly wy b (L) L I
I

w1 ll

b

U1 w1l

Woher kommt die Anderung der Geschwindigkeit der
Kugel? In dem Vorgang der Anderung der Fadenlinge
wirkt die Kraft nicht mehr quer zur Bewegung, so dass
eine Beeinflussung der Geschwindigkeit erfolgt. Zudem
wird eine Energie beim Verkiirzen des Fadens in das
System gegeben bzw. beim Verldangern des Fadens ent-
nommen, die in Summe mit der kinetischen Energie der
Kugel konstant sein muss.

Abbildung 6.15.: Bei Anderung der Fadenlénge ! &n-
dern sich Geschwindigkeit v und Winkelgeschwin-
digkeit w der Kugel.

Der Drehimpulserhaltungssatz wird uns bei den star-
ren Korpern intensiver begegnen, da hier ein betrachte-
tes Objekt selbst einen Drehimpuls erhélt. Dazu spéter
mehr.

6.7. Aufgaben

Aufgabe 6.1: Ein PKW mit einem Gewicht von 1t
fahrt mit 90 km /h auf der Landstrale. Welchen Impuls
hat der PKW?

Aufgabe 6.2: Ein Koérper mit Masse 10 kg wurde mit
einer Kraft von 10N fiir 5s beschleunigt. Bestimmen
Sie Impuls und kinetische Energie des Korpers.

Aufgabe 6.3: Ein Objekt mit Masse 6 kg bewegt sich
mit einer kinetischen Energie von 3J und wird mit ei-
nem Stof} von 6 Ns in Bewegungsrichtung beschleunigt.
Bestimmen Sie Impuls, Energie und Geschwindigkeit
nach dem Stof.

Aufgabe 6.4: Eine Billardkugel mit Masse 170 g wer-
de durch den Queue (Spielstock zum Stoflen der Bil-
lardkugeln) auf 10 m/s beschleunigt. a) Bestimmen Sie
den Impuls der Kugel. b) Nehmen wir an, der Stof ha-
be 20 ms gedauert, welche mittlere Kraft hat in dieser
Zeit die Kugel beschleunigt?

Aufgabe 6.5: Ivo Karlovi¢ gelang es Mérz 2011 beim
Davis-Cup in Zagreb einen Tennisball beim Aufschlag
auf 251,4km/h zu beschleunigen. Angenommen der
Tennisball wog 57 g, welcher Impuls wurde an den Ball
iibertragen?
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Aufgabe 6.6: Rein theoretisch: Sie schieflen einen
Fufiball der Masse 430 g mit einer Geschwindigkeit von
72km/h gegen das Heck eines stehenden PKWs mit
Masse 1t. Ausgehend von einem elastischen Stof3, wie
schnell bewegt sich der PKW nach dem Stof?

Aufgabe 6.7: Ein PKW mit Masse 1200kg fahrt
mit 50 km/h auf einer Landstrafie und wird von hinten
durch einen LKW mit 16t Masse und Geschwindig-
keit 70 km/h angefahren. Ausgehend von einem unela-
stischen Stof}, wie schnell fahren die beiden Fahrzeuge
unmittelbar nach der Kollision?

Aufgabe 6.8: Angenommen, der Mond mit seiner
Masse von 7,349 - 10?2 kg wiirde mit einer Geschwin-
digkeit von 1,023 km/s auf die Erde mit Masse 5,974 -
10%* kg entgegen ihrer Bewegung prallen und von ihr
vollstéindig absorbiert, um wieviel Prozent wiirde sich
die derzeitige Geschwindigkeit der Erde (29,78 km/s)
abnehmen? Skizzieren sie die Aufgabe vor und nach
dem Stof im Labor- und Schwerpunktsystem.

Aufgabe 6.9: Ein 9mm Projektil mit Masse 7,5¢g
bringe ein ballistisches Pendel mit Masse 2kg und
100 cm Pendelléinge zu einem Ausschlag von 27,6°. Wie
schnell war das Projektil?

Aufgabe 6.10: Sie legen drei Miinzen gleicher Masse
mit kleinen Liicken in einer Reihe auf den Tisch und
schieflen eine vierte Miinze auf das eine Ende der Reihe,
siehe Abbildung.

V1
—_—

a) Wie ist die Geschwindigkeit aller vier Miinzen nach
den sich ergebenden StéBen? b) Mit welcher Geschwin-
digkeit bewegt sich das Schwerpunktsystem? c¢) Skiz-
zieren Sie die Aufgabe im Schwerpunktsystem vor und
nach den Stofen.

Aufgabe 6.11: Eine Bohrmaschine habe eine maxi-
male Drehzahl von 3000 Umdrehungen pro Minute, die
sie bei konstanter Beschleunigung in 1,2s erreicht. Be-
stimmen Sie die maximale Winkelgeschwindigkeit und
die Winkelbeschleunigung.

Aufgabe 6.12: Sie haben an der Wand das gezeig-
te Gestdnge montiert. Sie héngen am rechten Ende
der horizontalen Stange eine Masse von 5kg auf. Die
hochste Belastung fiir die horizontale Stange tritt an
der Verbindungsstelle der beiden Stangen auf.

10 cm 20 cm

Zar

Bestimmen Sie das Drehmoment an dieser Stelle.

Aufgabe 6.13: Eine Kugel mit Masse 500 g rotiere
mit 4m/s an einem 20 cm Faden. Bestimmen Sie Win-



kelgeschwindigkeit, Trégheitsmoment, Drehimpuls und
Energie des Systems.

Aufgabe 6.14: Ein Korper mit 1kg Masse fliege mit
3m/s auf einer geraden Bahn. Welchem Drehimpuls
und Trégheitsmoment entspricht das bezogen auf einen
20 cm neben der Bahn gelegenen Punkt?

Aufgabe 6.15: Ein Stein mit Masse 200 g wird an
einem 1m langen Faden um eine horizontale Drehach-
se geschleudert, so dass sich ein Drehimpuls von 2 Js
ergibt. Wenn der Stein plotzlich losgelassen wird, wie
hoch kénnte er maximal fliegen?

Aufgabe 6.16: Ein Stein mit 1kg Masse (kann als
Massepunkt angenommen werden) rotiere an einem
(masselosen) Faden mit einem Radius von 1 m mit einer
Winkelgeschwindigkeit von 1s~!. Wie schnell rotiert
der Stein, wenn der Faden auf 0,5m reduziert wird?
Verluste konnen vernachléssigt werden.

Aufgabe 6.17: Ein Kinderkarussell auf einem Spiel-
platz habe mit den bereits darauf sitzenden Kindern
zuniichst ein Trigheitsmoment von 100 kg m? und dre-
he sich mit einer Umdrehung pro 3s. Plotzlich springt
ein Kind mit 25kg Kérpergewicht (ohne vorherige
Winkelgschwindigkeit) auf das Karussell und setzt sich
1m entfernt von der Drehachse hin. Wie grof} ist jetzt
das Triagheitsmoment und wie schnell dreht sich das
Karussell?

Aufgabe 6.18: Ein Kreisel werde fiir 10s mit einem
Drehmoment von 10 Nem auf 3000 Umdrehungen pro
Minute beschleunigt. Unter Vernachldssigung von Rei-
bungseffekten, wie grof} ist das Tragheitsmoment des
Kreisels?
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7. Schwingungen

7.1. Definition von Schwingungen

Allgemein spricht man von einer Schwingung, wenn
sich eine physikalische Grofle mit der Zeit periodisch
dndert. Ob es sich um die Bewegung einer Gitar-
rensaite, das Schwanken eines Wolkenkratzers, die
Trégerfrequenz eines Senders, das Lineal an der Tisch-
kante, das Schaukeln eines Kindes (oder Erwachsenen)
handelt, immer haben wir es mit Schwingungen zu tun.
Ein Leben ohne Schwingungen wire undenkbar. (Ein
Exkurs in Richtung Schwingungen und Rhythmen im
Leben soll hier nicht erfolgen, ist aber zweifelsohne ein
interessantes Themengebiet.) Man spricht auch dann
von einer Schwingung, wenn sich die Grofle des Si-
gnals, das ist die Amplitude, von Periode zu Periode
verdndert. Eine angeschlagene Saite schwingt aufgrund
von Verlusten mit abnehmender Amplitude; sie ‘klingt
aus’. Hier noch einmal zusammengefasst:

Eine Schwingung ist ein zeitlich sich periodisch dn-
dernder Wert einer physikalischen Grafe.

7.2. Prinzipielle Arbeitsweise von
Schwingungen

In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf mecha-
nische Schwingungen. Voraussetzung fiir eine mecha-
nische Schwingung ist das geeignete Zusammenspiel
zwischen Tragheitskraft und Riickstellkraft. Betrach-
ten Sie Abbildung 7.1, in der sich Kugeln an verschie-
denen Stellen einer unebenen Landschaft befinden. Im
Fall a) kann die Kugel seitlich verschoben werden, oh-
ne dass sie in der neuen Position eine Kraft erfihrt.
Wird die Kugel b) seitlich verschoben, so erfihrt sie in
ihrer neuen Position eine seitliche Kraft, die sie aber
nicht in ihre urspriingliche Position zuriickzieht, son-
dern weiter von ihr entfernt. Schliefflich fiihrt eine seit-
liche Verschiebung der Kugel ¢) dazu, dass eine Kraft
entsteht, die sie in ihre urspriingliche Lage zuriickzieht.
Man spricht von einer Riickstellkraft.

a) b c)

Abbildung 7.1.: Nur Kugel ¢) hat die Méglichkeit in
Schwingung zu geraten.

Was passiert, wenn die Kugel ¢) in Abbildung 7.1
seitlich angestolen wird? Wir gehen von einer symme-
trischen Mulde aus und vernachldssigen jegliche Rei-
bungsverluste. Die Zeit wird vom Zeitpunkt nach dem
Stof} gezihlt, positive Werte werden nach rechts aufge-
tragen.
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t s(t)

T/A4 & 0 -a

T/2 0 % 0
3T/4 4 0 &
T 0 ¢ 0

Tabelle 7.1.: Phasen einer Schwingung.

Direkt nach dem Stof (¢t = 0) befindet sich die Ku-
gel noch in ihrer Ruhelage s(0) = 0, sie nimmt ih-
re maximale Geschwindigkeit in positiver Richtung an
v(0) = © und sie wird nicht beschleunigt a(0) = 0. Der
dann folgende Ablauf der Schwingung ist in Tabelle
7.1 dargestellt. Nach einer Zeit t = T befindet sich die
Kugel wieder in ihrem Ausgangszustand direkt nach-
dem sie angestolen wurde und der Zyklus beginnt von
vorne.

7.3. Ungedampfte harmonische
Schwingung

Ist bei einer Schwingung die Riickstellkraft propor-
tional zur Verschiebung von der Ruhelage, so gleicht
der zeitliche Verlauf einer Sinusschwingung und man
spricht von einer harmonischen Schwingung.

Ein Schwingkreis ohne Verluste schwingt (ohne An-
trieb) unendlich lange und ohne Verringerung der Am-
plitude. Man spricht von der ungedimpften Schwin-
gung. Aber auch Schwingkreise, bei denen sich An-
trieb und Verluste die Waage halten, werden als un-
geddmpft bezeichnet. An ungedampften Schwingungen
lassen sich die wesentlichen Eigenschaften von Schwin-
gungen gut erlautern.

Es folgt zunéchst die mathematische Herleitung der
ungeddmpften harmonischen Schwingung. Danach wer-
den einige Kenngrofen ungedampfter Schwingungen
betrachtet.

7.3.1. Herleitung ungedampfter
harmonischer Schwingungen

Fiir die Herleitung der ungedédmpften harmonischen
Schwingung betrachten wir einen Schwingkreis beste-
hend aus einer Masse m und einer Feder mit Federkon-
stante D.



Abbildung 7.2.: Prinzipieller Aufbau eines ungeddmpf-
ten mechanischen Schwingkreises.

Zunichst betrachten wir die Riickstellkraft, welche
proportional zur Auslenkung der Feder von der Ruhe-
position ist. Der Betrag des Faktors zwischen Auslen-
kung und Riickstellkraft ist die Federkonstante D. Das
negative Vorzeichen in der folgenden Gleichung deutet
die Kraftrichtung entgegengesetzt zur Auslenkung an.

FR = 7D5(t)

Wird eine Masse beschleunigt, so wirkt die Trag-
heitskraft der Beschleunigung entgegen. Der Betrag des
Faktors zwischen Beschleunigung und Trégheitskraft
ist die Masse m. Die Beschleunigung ist dabei der zwei-
ten Ableitung der Position gleich.

d?s(t)

de?

Die Summe von Riickstellkraft und Tragheitskraft
muss zu allen Zeiten null ergeben.

Fr =—ma(t)=—m

d?s(t)
de?
Wir erhalten eine lineare gewchnliche Differential-

gleichung zweiter Ordnung in impliziter Form. Der

Einfachheit halber lassen wir die Angabe der Un-

abhéingigen (t) weg und notieren die zweite Ableitung

nach der Zeit durch zwei Punkte 3.

Ds(t) +m =0

Ds+m§=0 (7.1)

Die entstandene Differentialgleichung (7.1) ldsst sich
mit einer allgemeinen Sinusfunktion l6sen. Wir verwen-
den folgenden Ansatz:

(7.2)

Die Amplitude wird durch die Konstante §, der Null-
phasenwinkel durch ¢y und die Kreisfrequenz durch w
wiedergegeben. Wir bilden die ersten zwei Ableitungen
der Ansatzfunktion:

s = §sin(wt + ¢g)

$ = Sw cos(wt + o)

2

§ = —éw” sin(wt + o)

Diesen Ansatz setzen wir in die zuvor gewonnene
Differentialgleichung ein:

Dssin(wt 4 ¢g) — méw? sin(wt 4+ ¢g) =0

Es folgt:

und schlie3lich:

D
w=1/=
m

(7.3)

Die anderen beiden Konstanten der Ansatzfunkti-
on § und g ergeben sich durch die Startbedingungen.
Nehmen wir an, die Masse wurde zum Zeitpunkt ¢ = 0
um sg ausgelenkt und dann losgelassen, so ergeben sich

die folgenden Startbedingungen:

(0) = §(0) = 0

Das ldsst sich mit ¢y = 7/2 und § = s 16sen. Mit
sin(z + 7/2) = cos(x) ergibt sich schliefflich:

s = 59 cos(wt)

Die Rechnung zeigt, dass der gewiihlte Ansatz (7.2)
eine allgemeine Losung fiir eine ungeddmpfte Schwin-
gung darstellt. Folgender komplexer Ansatz fithrt eben-
falls zum Ziel:

s = gelwttwo)

(7.4)
Bei dieser Variante ist im Ergebnis nur der Realteil
von Interesse und spiegelt die Eigenschaft der Schwin-

gung wieder.

7.3.2. Dynamische Verldufe einer
harmonischen Schwingung

Ein schwingender Korper hat eine Position s, eine Ge-
schwindigkeit v und wird mit a beschleunigt. Diese drei
sind proportional zur negativen Riickstellkraft —Fg,
zum Impuls p und zur negativen Tragheitskraft —Frp.
Die Feder hat eine potentielle Energie E,q, der Kérper
eine kinetische Energie Fy;, und zwischen Feder und
Masse findet ein Energietransfer in Form von potenti-
eller und kinetischer Leistung P, und Pgin () statt.
Alle genannten Groflen sind in Abbildung 7.3 zu-
sammengefasst und zeitlich dargestellt. Hervorzuheben
ist das Zusammenspiel zwischen der kinetischer Ener-
gie der schwingenden Masse FEy;, und der potentiellen
Energie der Feder Fyot. Die Summe beider Energien
ist konstant, aber es findet ein reger Energietransfer
zwischen Masse und Feder statt, was durch die Lei-
stungsverlaufe Py und Poor dargestellt wird.

7.3.3. KenngroBen ungedampfter
Schwingungen

Ausgehend von dem Losungsansatz in Abschnitt 7.3.1,
s = §sin(wt + ¢g), ergeben sich folgende Kenngrofien:

Periode T. Die Periode oder Periodendauer, gemes-
sen in s, ist die Zeit, die fiir einen Schwingungszy-
klus bendétigt wird.

Frequenz f. Die Frequenz, gemessen in Hz = s~ ist

die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit. Die

Frequenz ist der Kehrwert der Periode:

(7.5)
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allgemein  harmonisch ungeddmpft

§sin(wt)

v(t) 5(t) ¥ cos(wt) = Sw cos(wt)

p(t) mu(t) p cos(wt) = méw cos(wt)
a(t) 0(t) —asin(wt) = —8w? sin(wt)
Fr(t)  —Ds(t)  —Fgsin(wt) = —D3sin(wt)
Fr(t) —ma(t) Frpsin(wt) = méw? sin(wt)
Eoot(t)  Z2s%(t) D 5% sin®(wt)

Eyin(t) %1)2 (t) %é%ﬂ cos? (wt)

Poot(t)  Eper(t) D520 sin(2wt)

Pen(t)  Exin(t) — 25203 sin (2wt

Tabelle 7.2.: Kenngrofien harmonischer Schwingungen.

Kreisfrequenz w. Die Kreisfrequenz, gemessen in s~ !,

ist proportional zur Frequenz und misst den Win-
kel in Bogenmaf}; den eine Sinusschwingung pro
Zeiteinheit zuriicklegt. Es ergibt sich der Zusam-
menhang:

2w

w=2rf T

(7.6)

Nullphasenwinkel ¢y. Der Nullphasenwinkel bezeich-
net die Phase der Sinusschwingung zum Zeitpunkt
null.

Fiir alle dynamischen Gréflen gibt es folgende cha-
rakteristische Kennzahlen:

Spitzen-/Scheitelwert . Der Spitzen- bzw. Scheitel-
wert gibt den maximal auftretenden Wert an. Bei
Signalen, die um den Nullwert herum schwingen,
ist damit der maximale Betrag gemeint.

Arithmetischer Mittelwert z. Der arithmetische Mit-
telwert, oder einfach nur Mittelwert steht fiir den
zeitlichen Mittelwert einer Schwingung:

1 (T
33:?/0 x(t)dt

Streng genommen ergibt sich fiir symmetrisch um
den Nullwert oszillierende Signale bei einer vollen
Periode bzw. bei einem ganzzahligen Vielfachen
einer Periode immer der Wert null. Deshalb ist
héufig mit Mittelwert das Integral iiber den Betrag
einer Schwingung gemeint:

1 T
7= T/o (1)) dt

Bezogen auf eine Sinusschwingung ergibt sich:

(7.7)

(7.8)

17 2% (%
Tsin = T/o |Z sin(wt)| dt = %/0 sin(wt) dt
0
==X 0,637
7T

o0
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Abbildung 7.3.: Dynamische Verldufe einiger Groéfien
einer harmonischen Schwingung.

Quadratischer Mittelwert . Der quadratische Mittel-
wert, auch Effektivwert oder RMS-Wert (root
mean square) genannt, ist im Bezug auf Ener-
gie und Leistung von Schwingungen von Bedeu-
tung. Die Bedeutung des englischen Namens RMS
( Wurzel-Mittelwert—Quadrat) deutet die Berech-

nungan:
1 T
T = — 2(¢) dt
5 T/O (1)

Bezogen auf eine Sinusschwingung ergibt sich:

- | & .
Tgin =\| 7 [ @%sin”(wt)dt = —= =0,707%
T 0

(7.9)

V2

7.4. Gedampfte, harmonische
Schwingungen

Unsere bisherige Betrachtung galt den ungedampften
Schwingungen. Nun sind aber in der Realitéit schwin-
gende Systeme mit Verlusten behaftet, was ohne An-
trieb zum Abklingen der Amplitude fiihrt. In die-
sem Abschnitt gehen wir nidher auf diese geddmpften
Schwingkreise ein.

7.4.1. Herleitung der gedampften
harmonischen Schwingung

Wir betrachten einen mechanischen Schwingkreis mit
den Elementen Masse, Feder und Schwingungsddmpfer



Anwendung 7.1: Mathematisches Pendel

Ein Pendel besteht aus einer Masse, die an einem Fa-
den oder einer Stange an einem Drehpunkt befestigt
ist. Wird des Pendel seitlich ausgelenkt, so kommt
es zu einer Wechselwirkung zwischen Masse und Erd-
anziehungskraft, welche das Pendel zum Schwingen
bringt.

Beim mathematischen Pendel handelt es sich um
eine Idealisierung eines realen Pendels in zweierlei
Hinsicht: Erstens, jegliche Art von Reibung wird
vernachléssigt. Zweitens, die Masse m wird als ein
Massepunkt betrachtet, der sich mit Abstand [ zum
Aufhidngepunkt bewegt.

Da die Masse durch den Faden auf eine Kreis-
bahn gezwungen wird, kann die Erdbeschleunigung
die Masse nur tangential beschleunigen:

a = —gpsinp

Wir betrachten die Winkelbeschleunigung o

a go .
a=—-=—"=8Imy

l l

Gleichzeitig entspricht die Winkelbeschleunigung der
zweiten Ableitung des Winkels:

_ &
Tode?

Wir fiigen die beiden Gleichungen zusammen und er-
halten eine nichtlineare gewohnliche Differentialglei-
chung zweiter Ordnung;:

. go .
= —TSIII(p

Wir betrachten nur eine kleine Auslenkung (¢ < 5° =
sin ¢ & ) und nihern uns einer linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung;:

. 90
SON—T@

Die Gleichung lédsst durch eine harmonische Schwin-
gung losen:
p = psin(wt +7)

Die Kreisfrequenz w ergibt sich mit:

90
l

Die Amplitude ¢ und der Nullphasenwinkel ~ ergeben
sich durch die Startbedingungen.

Etwas spéiter im Skript gehen wir auf das physikali-
sche Pendel ein, dass die Annahme der punktférmigen
Masse verlidsst und von einem starren Korper aus-
geht.

(umgangssprachlich Stofddmpfer). Das Verhalten von
Feder (Riickstellkraft Fr) und Masse (Trigheitskraft
Fr) haben wir bereits in Abschnitt 7.3.1 kennengelernt.

Neu ist die Reibungs- bzw. Verlustkraft Fy er-
zeugt durch den Schwingungsdampfer, welche propor-
tional zur Geschwindigkeit v ist. Wird auf den Schwin-
gungsddmpfer eine Kraft F ausgeiibt, so erzeugt der
Schwingungsdédmpfer eine gleich grofie entgegengesetz-
te Verlustkraft Fy = —F und &ndert seine Lénge mit
einer Geschwindigkeit v. Die Reibungskonstante R gibt
dabei das Verhiiltnis von Geschwindigkeit v zur ange-
legten Kraft F an: R = % = —%. Fiir die Herleitung
der geddmpften harmonischen Schwingung verwenden
wir die Ddmpfungskonstante k, welche dem Kehrwert
der Reibungskonstante entspricht, k = i = % =_F =

Die drei Krifte miissen laut Newton in Summe null
ergeben:

Fr+Fy+Fr=0

Mit
Fr = —ma(t)
Fy = _% = —ku(t)
Fr = —Ds(t)

Abbildung 7.4.: Prinzipieller Aufbau eines geddmpften
mechanischen Schwingkreises.

folgt

—ma(t) — kv(t) — Ds(t) =0

Mit a(t) als der zweiten, und v(t) als der ersten Ablei-
tung von s(t) folgt schliefflich eine lineare gewshnliche
Differentialgleichung (DGL) zweiter Ordnung in impli-

ziter Form:

mS+ks+Ds=0 (7.10)

Als Ansatz withlen wir Gleichung (7.4) ge’(wi+wo)
multipliziert mit einem Abklingfaktor e~ mit der Ab-
klingkonstante §. Wir bilden die erste und zweite Ab-

o1



leitung.

i(wt+<p0)e—6t i(wt+po)—ot

5 =se = e
§ = §(iw — 0)e’ WP =0 — (i, — §)s

§ = §(iw — 8)2e’Wtteo) =0t — (i, — §)%s

(7.11)

In die Differentialgleichung (7.10) eingesetzt folgt:
m(iw — 8)%s + k(iw — 8)s + Ds = 0

Nach Trennung des Real- und Imaginérteils lassen
sich folgende Gleichungen herleiten:

5= (7.12)

T 2m

D k2
m 2m

Die gefundene Losung ergibt nur dann ein sinnvol-
les Ergebnis, wenn der Betrag unter der Wurzel nicht
negativ ist. Ist diese Voraussetzung nicht gegeben, so
muss ein anderer Ansatz gewéhlt werden:

w=+ (7.13)

s=mx1e” " 4 zge 2! (7.14)
§= —zage Y — poage 2!
§=x1ate " 4 poade 2!

Eingesetzt in die DGL (7.10) ergibt sich fiir die Ko-
effizienten a7 und «s:

k k\> D

= — :l: R — _ —

12 2m (2m> m

Diese Losung hat in der Wurzel den gleichen Aus-
druck wie (7.13) nur mit umgekehrtem Vorzeichen und
stellt damit eine sinnvolle Ergdnzung dar. Die Varia-

blen x; und x5 ergeben sich aus den Anfangsbedingun-
gen von Position sg und Geschwindigkeit vg:

(7.15)

s(0) = sg = &1 + o

8(0) = V9 = —X10x1 — T2
Es folgt:
Vo + SpQ2
xrn=—-—-
a9 — (X1
Vo + SpQ1
X9 — ————
Q1] — Q2

7.4.2. Diskussion der Ergebnisse

Die erste Losung besteht aus einem Term der oszilliert,
und einem anderen, der die Dampfung verursacht, sie-
he Abbildung 7.5. Die Amplitude nimmt von Schwin-
gung zu Schwingung um das Dampfungsverhéltnis K
ab. Nach einer langen Zeit kann nur noch rechnerisch
eine Schwingung beobachtet werden. Bei Messungen
wird nach einer Weile die Schwingung im allgemeinen
Rauschen untergehen.

Wird der Schwingkreis stark geddmpft, so bleibt ein
Schwingen aus, sieche Abbildung 7.6. Je nach Anfangs-
bedingung kann maximal ein Uberschwingen beobach-
tet werden. Der Fall tritt ein, wenn der schwingenden
Masse eine Anfangsgeschwindigkeit zugefiigt wird, sie-
he untere Kurve in Abbildung 7.6.
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Abbildung 7.5.: Geddmpfte Schwingung mit wenig

Verlusten.
S(t) |z1] < |x2] 9
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Abbildung 7.6.: Geddmpfte Schwingung mit hohen
Verlusten.

7.4.3. KenngroBen gedampfter
Schwingungen

Bei den ungeddampften Schwingungen haben wir im
Abschnitt 7.3.3 bereits einige Kenngrofien von Schwin-
gungen kennengelernt. Fiir geddmpfte Schwingungen
gibt es noch weitere:

Reibungskonstante R. Ein Schwingungsddmpfer wird
durch die Reibungskonstante charakterisiert. Sie
gibt das Verhéltnis der Geschwindigkeit v zur ne-
gativen Verlustkraft des Schwingungsddampfers Fy
an. Sie erhilt das Formelzeichen R und wird in
m/Ns gemessen.

v

R=-2
Iy

(7.16)

Dampfungskonstante k. Das Verhiltnis der Verlust-
bzw. Dampfungskraft Fy, zur negativen Geschwin-
digkeit v wird durch die Dimpfungskonstante an-
gegeben. Sie triagt das Formelzeichen k£ und wird
in Ns/m gemessen. Mit Fyy = —kuv(t) folgt:

Fy 1

k: = —

— == (7.17)

Abklingkonstante §. Die Abklingkonstante §, gemes-
sen in s7!, ist der Koeffizient der Exponential-
funktion, welche das Abklingverhalten der Schwin-
gung widerspiegelt, und gibt die Geschwindigkeit
des Abklingvorgangs an.

S(t) _ §ei(wt+tpo)—5t



Mit §, und §, als die Scheitelwerte zu den Zeit-
punkten t, und t; folgt:

b _ g=b(ts—ta)
Sa
1 R
0= In f—a
ty —ta  Sp

(7.18)

Dampfungsverhiltnis K. Faktor, um den die Ampli-
tude einer geddmpften Schwingung innerhalb einer
Periode fillt. Es ist das Verhéltnis der Amplitude
einer Periode zur Amplitude der nichsten Periode.
Es erhilt das Formelzeichen K und es wird keine
Einheit verwendet.

Sn

K =

= 7.19
Sn+1 ( )

Dampfungsgrad ¢. Der Ddmpfungsgrad ist ein Maf
fiir die Abklingkonstante § relativ zur ungedampf-
ten Kreisfrequenz wqg. Er erhélt das Formelzeichen
¥ und hat keine Einheit.

1) . /D
Y= — mit wo =1/ —
wo m

7.5. Erzwungene Schwingung

(7.20)

7.5.1. Herleitung der erzwungenen
Schwingung

Als néchstes wollen wir eine geddampfte Schwingung
mit Antrieb betrachten. Wieder finden wir die drei Ele-
mente Feder, Schwingungsddmpfer und Masse aus Ab-
schnitt 7.4.1. Hinzu kommt ein Antrieb, der zwischen
Feder und Wand eingefiigt ist. Er dehnt sich zyklisch
mit der Funktion s4 = §4 cos(wt) und beeinflusst die
Riickstellkraft, F'g.

54 coswt

Abbildung 7.7.: Prinzipieller Aufbau eines gedimpften
Schwingkreises mit Antrieb.

Wir nehmen die Differentialgleichung aus Abschnitt
7.4.1 und fiigen den Antrieb ein.

mS+ks+ D(s—sa)=0

ms+ ks + Ds = Dsy

Wir ersetzen D&, durch Fyu (Scheitelwert der An-
triebskraft) und die Kosinusfunktion cos(wt) durch die
komplexe Frequenz e*?. Es ergibt sich eine Differenti-
algleichung zweiter Ordnung.

mé + ks + Ds = Fue™™? (7.21)

Uns interessiert nur der eingeschwungene Zustand
dieser inhomogenen Differentialgleichung und wir wéh-
len deshalb den Ansatz fiir eine ungedédmpfte Schwin-
gung. Da das System ausschliefllich mit der Frequenz
w angeregt wird, kann es auch nur mit dieser Frequenz
schwingen.

5 = sellwttvo) (7.22)
§ = iswe(Witwo)
§ = —gwle!Wtteo)
Es folgt:
—maw2et@tteo) 4 jkayetwiteo)
+Dgel@tteo) = [ ettt
—mw? +ikw 4+ D = %eﬂ%

Mit e~%0 = cos g — isin g folgt:

F
fA(COS ©o — isin@g) = —mw? + ikw + D
3

F
Re: fA cospg =D — mw?
s
Im: %4 sin g = —kw
s

Teilt man den Imaginérteil durch den Realteil und
ersetzt £ durch wy? (siche Abschnitt 7.3.1), so ergibt
sich fiir den Nullphasenwinkel:

wk

IR (7.23)

tan g =

Zur Ermittlung des Scheitelwerts wird der Realteil

weiter bearbeitet. Mit cos(¢o) = 1/4/1 + tan?(¢p) und

D = muwg? folgt:

A
fcosgao:D—mw2
8

F 1
3 = m(wy’ —w?)

§ \/1+tanlpo

Fa
\/m2 (w? — w02)2 + k2w?

7.5.2. Diskussion der Ergebnisse

Aus Symmetriegriinden betrachten wir zunéchst den
Scheitelwert der Geschwindigkeit 0, der sich aus dem
Produkt von Scheitelwert der Position § und der Kreis-
frequenz w ergibt:

(t) = %§ sin(wt) = Sw cos(wt)

v(t) = $
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FAUJ
w =
\/m2 (w? — w02)2 + k2w?

In Abbildung 7.8 ist der Scheitelwert der Geschwin-
digkeit als Funktion der Kreisfrequenz fiir verschiede-
ne Dampfungen k aufgetragen. Fiir sehr geringe und
sehr hohe Frequenzen geht die Geschwindigkeit gegen
null. Irgendwo im mittleren Frequenzbereich befindet
sich fiir die Geschwindigkeit ein Maximum. Wir suchen
dieses Maximum durch Nullsetzung der ersten Ablei-
tung:

(7.25)

G _a Py
dw  dw \/m2 (@2 — wOQ)Q 4 E20?

Die maximale Geschwindigkeit wird bei der Frequenz
w = wy erreicht. An diesem Punkt befindet sich das Sy-
stem in Resonanz. Abhingig von der Ddmpfung ist die
Resonanz unterschiedlich stark ausgeprégt. Drei Félle
sind in Abbildung 7.8 dargestellt.

=0

(7.26)

U s
Dampfung;:
gering
mittel
hoch
v
0,01 0,1 1 10 100 “o

Abbildung 7.8.: Scheitelwert der Geschwindigkeit © als
Funktion der Kreisfrequenz.

s
Démpfung:
gering
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hoch
w
0,01 0,1 1 10 100 “o

Abbildung 7.9.: Scheitelwert der Position § als Funkti-
on der Kreisfrequenz.

Der Scheitelwert der Position zeigt einen etwas an-
deren Verlauf, sieche Abbildung 7.9. Bei niedrigen Fre-
quenzen gleicht sich der Scheitelwert der Position §
der Amplitude der Anregung $4 an. Im Mittelbe-
reich kommt es nur bei geringer Dampfung zu einer
Uberhshung. Bei hohen Frequenzen fiillt die Amplitu-
de schnell ab. Findet eine Uberhshung statt, so liegt

o4

die Frequenz maximaler Uberhshung w, etwas neben

der ungeddmpften Kreisfrequenz wy:
k2

2m?

wr = \Jwy? —

(7.27)

7.6. Uberlagerung von
Schwingungen

Schwingungen, die wir um uns herum beobachten, sind
hiiufig eine Uberlagerung von mehreren Schwingungen.
Beispiel: Die Hand eines winkenden Kindes, dass auf
einer Schaukel sitzt, erfihrt eine iiberlagerte Schwin-
gung: Einerseits wird die Hand durch die Muskeln des
Kindes in Bewegung gebracht, zum anderen iibt das
ganze Kind eine Pendelschwingung aus.

Beim Resonanzboden meiner Gitarre iiberlagern sich
bis zu sechs Teilschwingungen: Jede der sechs Saiten
iibertriagt eine Schwingung auf den Resonanzboden.
Dabei werden die einzelnen Tone vom Resonanzbo-
den nicht ortlich getrennt wiedergegeben, sondern er
schwingt mit der Summe aller Teilschwingungen.

Im Gegenzug ist es moglich, jede beliebige Kurven-
form einer Schwingung in Teilschwingungen zu zerle-
gen. Dabei konnen fiir die Teilschwingungen verschie-
dene Kurvenformen gewéhlt werden.

Zum Beispiel wird beim Digitalisieren eines analogen
Signals der Verlauf des Eingangssignals in eine Summe
von einzelnen Rechteckimpulsen zerlegt, deren Hohen
als Zahlen im Speicher abgelegt werden. Werden al-
le Rechteckimpulse spéter wieder aufaddiert, so ergibt
sich in guter Néherung das urspriingliche analoge Si-
gnal. (Will man das Digitalisieren mathematisch aus-
driicken und verarbeiten, so verwendet man statt der
Rechteckimpulse die unendlich hohen und unendlich
schmalen Dirac-Impulse.)

Jede Form einer Schwingung kann in eine Summe
von Sinuskurven zerlegt werden. Hat die Schwingung
eine periodische Kurvenform mit der Frequenz f, so
kann die Schwingung in Sinuskurven mit den Frequen-
zen f, 2f, 3f, 4f etc. zerlegt werden. Die einzelnen
Sinuskurven unterscheiden sich in Frequenz, Amplitu-
de und Nullphasenwinkel. Aufgrund der diskreten Fre-
quenzen ergibt sich ein diskretes Frequenzspektrum.
Das mathematische Verfahren zur Zerlegung einer pe-
riodischen Schwingung in Sinuskurven ist die Fourier-
Analyse, auf die hier nicht weiter eingegangen wird.

Je nach Kurvenform der Schwingung werden mehr
oder weniger Sinuskurven benéttigt. Normalerweise legt
man ein Abbruchkriterium fest, nach dem entschieden
wird, wie viele Sinuskurven addiert werden.

In Abbildung 7.10 wird im ersten Diagramm die
Summe von zwei Sinuskurven gezeigt. Die anderen drei
Diagramme zeigen typische oberwellenreiche Kurven-
formen (Dreieck, Rechteck und S#gezahn) und deren
Naherungen.

Was bei der Zerlegung von Schwingungen gilt, kann
auch fiir die Addition gesagt werden: Mehrere Schwin-
gungen konnen beliebig addiert werden und ergeben ei-
ne neue Schwingung mit einer geinderten Kurvenform.



14 sin(x) + cos(2x)/2

1 sin(x) + sin(3x)/3

l. +sin(52)/5. ..
A\‘ N KX

S . --ii-
A\ N ~ !

sin(x) — sin(3z)/3?
+sin(bz) /5% ...

sin(z) — sin(2z)/2
+sin(3z)/3...

Abbildung 7.10.: Einige Beispiele von iiberlagerten Schwingungen.

Abbildung 7.11.: Zerlegung eines analogen Signals in
eine Serie von Rechteckimpulsen.

So schwingt z. B. die Membran eines Lautsprechers mit
der Summe aller Instrumente, die sie iibertragen soll.

7.7. Lissajous-Figuren

Im letzten Abschnitt haben wir uns mit der Additi-
on von Teilschwingungen beschéftigt. Dabei sind wir
stillschweigend davon ausgegangen, dass der Ausschlag
aller beteiligten Schwingungen in die gleiche Richtung
zeigt. Jede Teilschwingung schwingt nur in eine Rich-
tung, und da sie alle in dieselbe Richtung zeigen,
schwingt auch die Summe nur in eine Richtung.

Nun koénnen zwei Signale auch in unterschiedliche
Richtungen schwingen. Ein besonderer Fall tritt dann
ein, wenn zwei Teilschwingungen senkrecht zueinander
schwingen. Stehen die Frequenzen in einem ganzzahli-
gen Verhéltnis, so entstehen die sogenannten Lissajous-
Figuren.

Zur Entstehung der Lissajous-Figuren stelle man
sich einen Lichtpunkt vor, der in vertikaler und ho-
rizontaler Richtung unterschiedlich in Schwingung ver-
setzt wird. Beide Teilschwingungen haben eine Ampli-
tude, eine Frequenz und einen Nullphasenwinkel.

Wird der Lichtpunkt geméfl den angegebenen Glei-
chungen in horizontaler und vertikaler Richtung be-
wegt, so ergibt sich ein zweidimensionales Muster. Ste-
hen die Koeffizienten der Teilschwingungen in einem
geeigneten Verhéiltnis, so zeichnet der Lichtpunkt eine
Lissajous-Figur.

Bei den Beispielen in Abbildung 7.12 sind die Am-
plituden der Teilschwingungen gleich, und der Nullpha-
senwinkel der z-Teilschwingung ist null. Angegeben ist
das Verhéltnis der Frequenzen f, : f, sowie der Null-
phasenwinkel ¢g der y-Teilschwingung (f, : f,/®0)-
Die z-Komponente ist horizontal, die y-Komponente
vertikal aufgetragen.

7.8. Aufgaben

Aufgabe 7.1: Eine Kugel hingt an einer Feder und
benoétigt fiir eine Schwingung 3,6 s. Wenn Sie die Kugel
zum Zeitpunkt null oberhalb ihres Ruhepunktes loslas-
sen, wo befindet sie sich nach 6,3 s?

Aufgabe 7.2: Losen Sie die Differentialgleichung im
Abschnitt 7.3.1 mit dem Ansatz s = §exp(i(wt+po)).

Aufgabe 7.3: Bestimmen Sie die Schwingfrequenz in

Hertz fiir einen Schwingkreis mit einer Masse von 100 g
und einer Feder mit Federkonstante 10 N/m.
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1:1/0° 1:1/45° 1:1/90°  1:1/135°

S OONN N

1:1/180° 1:1/225° 1:1/270° 1:1/315°

LV IV

1:2/0° 1:2/45° 1:2/90°  1:2/135° 1:3/0° 1:3/90° 2:3/0° 2:3/45°
1:4/0° 1:5/0° 1:6/0° 1:7/0° 3:4/0° 4:5/0° 5:6/0° 6:7/0 °

Abbildung 7.12.: Einige Lissajous-Figuren mit « = sin(2n f,t), y = sin(27 fyt + ¢o) und der Angabe f,:f,/¢o.

Aufgabe 7.4: Ein Federpendel schwingt mit einer
Frequenz von 100 Hz. Auf welchen Wert &ndert sich
die Frequenz bei einem Massenzuwachs um 56,25 %?

Aufgabe 7.5: Unsere Netzspannung betriagt 230 V
effektiv (Sinus). Berechnen Sie Scheitelwert und Mit-
telwert.

Aufgabe 7.6: Eine 1 kHz Sinusschallwelle habe den
Scheitelwert 10 nm. Bestimmen Sie die Scheitelwerte
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung. Wie grof3
sind Mittel- und Effektivwerte von Position, Geschwin-
digkeit und Beschleunigung?

Aufgabe 7.7: Sie beobachten einen Kronleuchter, der
mit einer Periode von 5s schwingt. Wie weit hangt der
Kronleuchter unter der Decke?

Aufgabe 7.8: Die aufeinander folgenden positiven
Amplituden einer 50 Hz-Schwingung haben die Gréien
100, 88, 77, 68, 60, ... Wie grof} sind Abklingkonstante,
Dampfungsverhéltnis und Dampfungsgrad? Wie grof3
ist die Amplitude nach 1 s?

Aufgabe 7.9: Ein mechanischer Schwingkreis mit
500 g Masse, Federkonstante 2N/mm und Reibungs-
konstante 40 mm/Ns werde durch unterschiedliche Fre-
quenzen angeregt. a) Bei welcher Frequenz wird dieser
Schwingkreis die hiochste Auslenkung zeigen? b) Um
wie viel Prozent wird die Auslenkung hoher sein als
bei sehr niedrigen Frequenzen? ¢) Welchen Wert muss
die Reibungskonstante haben, damit es gerade keine
Uberhshung der Auslenkung gibt?

Aufgabe 7.10: Skizzieren Sie die Lissajous-Figuren
folgender senkrecht zueinander stehenden Schwingun-
gen: a) ¢ = sinwt und y = cos 2wt, b) x = sinwt und
y = sin 2wt, ¢) x = sinwt und y = sin 3wt

Aufgabe 7.11: In meinen Wohnzimmerlautsprechern
befinden sich Tieftonchassis mit folgenden Angaben:
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Nachgiebigkeit Cms=1,23 mm/N; Schwingende Mas-
se m=13,5 g. Berechnen Sie die Resonanzfrequenz des
freien (nicht eingebauten) Chassis.



8. Starre Korper

8.1. Translation und Rotation

Bisher haben wir uns mit Massepunkten beschéftigt:
Ein unendlich kleiner Kérper mit einer endlichen Mas-
se m. Diese starke Verallgemeinerung wollen wir hier
aufbrechen und uns mit starren Koérpern beschéftigen.

starrer Korper

Abbildung 8.1.: Vom Massepunkt zum starren Koérper.

Wir unterteilen die Bewegung von starren Kérpern
in zwei Arten, die einzeln oder in Kombination auf-
treten konnen, sieche Abbildung 8.2. Die Translation
beschreibt die Bewegung des Korpers im Raum. Die
Rotation behandelt die Drehung des Koérpers um eine
beliebige Achse. Alle Bewegungen des starren Korpers
konnen durch eine Kombination von Translation und
Rotation beschrieben werden.

RRRR

Translation

R
RRRR g
BEY,,

Rotation ﬁ
Hps
Translation (5} & H "8

und
Rotation
Abbildung 8.2.: Translation und Rotation.

Ein starrer Korper hat sechs Freiheitsgrade. Das
heifit, zur vollstdndigen Beschreibung eines starren
Korpers im Raum zu einem Zeitpunkt sind sechs Zah-
len notig. Das sind zum einen die drei Koordinaten fiir
die Position im Raum, zum anderen die Rotationen um
die drei Raumachsen.

Ein anderer Gedankengang fiir die Freiheitsgrade ist
die Vorstellung eines starren Korpers als eine Menge
von gekoppelten Massepunkten. Der erste Massepunkt
hat drei Freiheitsgrade. Wird ein zweiter Massepunkt
starr mit einem Abstand gréfler null an den ersten ge-
koppelt, so werden die sechs Freiheitsgrade der beiden

Massepunkte durch den festen Abstand um eins redu-
ziert. Wird ein dritter Massepunkt neben der Verbin-
dungsgeraden der ersten beiden an diese gekoppelt, so
fiigt dieser nur einen Freiheitsgrad fiir die Rotation um
die Verbindungslinie der ersten beiden Massen hinzu.
Alle werteren fest gekoppelten Massepunkte fiigen kei-
ne weiteren Freiheitsgrade hinzu.

8.2. Kraft und Drehmoment

8.2.1. Linienfliichtigkeit

Wirkt auf einen starren Korper an einem Ansatzunkt
die Kraft F, so kann fiir einen Zeitpunkt ¢ der Ansatz-
punkt der Kraft entlang einer Linie verschoben werden,
ohne dass sich die Wirkung der Kraft auf Impuls p und
Drehimpuls L dndert. Die Kraft ist linienfliichtig, wir
sprechen von der Linienfliichtigkeit und verwenden den
Begriftf Wirkungslinie.

Wir stellen uns ein Flofl auf einem See vor, dass mit
einem kurzen Stol (grofie Kraft fiir kurze Zeit) aus sei-
ner Ruhelage gebracht wird, siehe Abbildung 8.3. Wenn
dieser Stofl nicht genau in Richtung Mitte des Flofles
erfolgt, ergibt sich daraus eine Kombination von Im-
puls p und Drehimpuls L. Der Angriffspunkt des Stofles
kann an einem beliebigen Punkt entlang der Wirkungs-
linie erfolgen, ohne dass sich die Wirkung auf Impuls p
und Drehimpuls L &ndert.

Abbildung 8.3.: Der Stofl kann an beliebiger Stelle ent-
lang einer Linie erfolgen, ohne dass sich die Wir-
kung &ndert.

Wirken auf einen starren Kérper zu einem Zeitpunkt
t mehrere Krifte, so konnen diese zu einer Kraft zu-
sammengefasst werden. (Eine Ausnahme sind Kréfte,
die ausschliefSlich zu einem Drehmoment fithren, da-
zu spéter mehr.) Um den Angriffspunkt bzw. die Wir-
kungslinie der Summe der Kréfte zu ermitteln, werden
die beteiligten Krifte entlang ihrer Wirkungslinien ver-
schoben, bis sie sich in einem Punkt treffen. Zur Be-
stimmung von Betrag und Richtung der resultierenden
Kraft werden die beteiligten Kréfte vektoriell addiert.

Sollen mehr als zwei Krifte zusammengefasst wer-
den, dessen Wirkungslinien sich nicht in einem Punkt
kreuzen, so werden die ersten zwei Kréifte zusammen-
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Abbildung 8.4.: Zusammenfassung von zwei Kréften in
einem starren Korper.

gefasst, die Summe mit der dritten zusammengefasst
etc., bis die Summe aller Kréfte iibrig bleibt.
Beispiel: Auf einen starren Korper im Koordina-
tenursprung wirken an den Punkten 7y = (1;1), ro =
(I;-1) und 73 = (-1;1) (in cm) entsprechend die
Krifte F; = (1;0), Fo = (0;-1) und F3 = (—1;-1)
(in N), siehe Abbildung unten. Wir fassen F; und Fq
zusammen und finden im Punkt 715 = (1;1) die Kraft
Fi; = (1;-1). Wir fiigen F'3 hinzu und erhalten im
Punkt 7103 = (0;2) die Kraft Fio3 = (0;—2). Die-
se Kraft kann entlang ihrer Wirkungslinie verschoben
werden wie in der nachfolgenden Skizze angedeutet:

Fio3

Wirken auf einen Korper parallele Kréfte, so kénnen
diese mit Hilfskriften zusammengefasst werden:

8.2.2. Hilfskrafte

Zur Losung einer Fragestellung fiir einen starren Kor-
per konnen gedanklich Kréftepaare hinzugefiigt wer-
den, die sich gegenseitig aufheben: Zwei Kréfte mit
gleichem Betrag und gemeinsamer Wirkungslinie, aber
um 180° gedrehter Richtung. Diese beiden Hilfskrdifte
konnen entlang ihrer Wirkungslinie verschoben wer-
den, siehe Abbildung 8.5.

Abbildung 8.5.: Neutrale Hilfskrifte ohne Wirkung auf
den starren Korper.

Wirken auf einen starren Korper zwei parallele
Krifte, so konnen diese nach dem im vorigen Ab-
schnitt beschriebenen Verfahren nicht addiert werden.
Durch Hinzufiigen von zwei Hilfskréften auf einer Linie
konnen die parallelen Richtungen so geéndert werden,

o8

dass sie sich in einem Punkt kreuzen, siehe Abbildung
8.6.

Abbildung 8.6.: Hilfskréfte zur Zusammenfassung par-
alleler Krifte.

Beispiel: Auf einen starren Korper wirken an den
Punkten 1 = (—1;1) und 7o = (1;-1) (in cm) ent-
sprechend die Kriifte F'; = (3;0) und Fy = (1;0) (in
N). Wir verschieben F'; nach (1;1), fiigen an den Punk-
ten (1;1) und (1, —1) die beiden Hilfskrifte F', = (0,1)
und F}, = (0, —1) hinzu und erhalten die modifizierten
Krifte F} = (3;1) und F}, = (1, —1). Wir addieren die
Krifte und erhalten im Punkt ri; = (—3; 1) die Kraft
Fiz = (4,0).

Bei zwei parallelen Kriften in entgegengesetzter
Richtung mit gleichem Betrag versagt auch diese Me-
thode. Hier bewirken die Kréfte ausschlielich ein
Drehmoment (auf das wir spéter eingehen) und kénnen
nicht zu einer Kraft kombiniert werden.

Bei der Analyse der Auswirkung von Kréften auf
Translation und Rotation spielen Hilfskréfte eine wich-
tige Rolle:

8.2.3. Auswirkung auf Translation und
Rotation

Wirken auf einen starren Korper Kréfte, so konnen die-
se zu einer Translation, einer Rotation oder einer Kom-
bination aus beiden fithren, siche Abbildung 8.7.

Wirkt auf einen starren Korper mittig eine Kraft,
so #ndert dies den Impuls p (Translation) und lisst
den Drehimpuls L (Rotation) unveréndert, siche Abbil-
dung 8.7 a). In b) wirken zwei Kriifte mit gleichem Be-
trag symmetrisch zum Mittelpunkt in entgegengesetz-
ter Richtung. Es dndert sich der Drehimpuls L (Rota-
tion), wihrend der Impuls p (Translation) unveréindert
bleibt. Schlieflich, in ¢) wirkt eine Kraft nicht mittig
auf den starren Korper, was gleichzeitig zu einer Trans-
lation und Rotation fiihrt.



a=7

2) F a=0
M rxF
F o= =238

c) a:%
F a=2M=rxF

Abbildung 8.7.: Krifte, die zur Translation und Rota-
tion fiihren.

Wie wirkt eine Kraft auf Translation und Rotation,
die nicht mittig auf einen starren Korper trifft? In Ab-
bildung 8.8 betrachten wir wieder einen starren Koérper
und bedienen uns der Hilfskrafte.

1.
F
2.
3.
F
rxXF
J

Abbildung 8.8.: Auswirkung einer Kraft auf Translati-
on und Rotation.

Unter 1. sehen wir einen starren Korper, auf den
eine dufere Kraft F unter einem Radius r zur Mit-
te wirkt. Unter 2. fiigen wir gegeniiber der Mitte des
starren Korpers zwei Hilfskréfte F}, ein, die in gleicher
Richtung und mit halben Betrag wie die duflere Kraft
F wirken. Unter 3. fassen wir die eine Hilfskraft mit
der Hélfte der duBeren Kraft zusammen. Es folgt fiir
Beschleunigung a und Winkelbeschleunigung a:

Beispiel: Auf einen starren Kérper mit seiner Mitte
im Koordinatenursprung wirkt am Punkt 7 = (—1;2)
(in cm) die Kraft F'; = (2;0) (in N). Gegeniiber bezo-
gen auf die Mitte des starren Korpers, also im Punkt

(1;—2) setzen wir die Hilfskrdfte F), = (1;0) und

i, = (—=1;0) an. Wir addieren eine Hilfte von F; und
F';, und ’verschieben’ sie damit in die Mitte des star-
ren Korpers. Die resultierenden Krifte wirken jeweils
isoliert auf Translation und Rotation.

F,y

Fy
Fy

8.3. Schwerpunkt

Im vorigen Abschnitt haben wir von der Mitte eines
starren Korpers gesprochen, aber wo befindet sich die-
se Mitte genau? Wir betrachten einen starren Koérper,
auf den ein homogenes Kraftfeld, z.B. das Kraftfeld
der Erde, wirkt. Die Mitte ist der Punkt im starren
Korper, an dem eine punktuelle duflere Kraft die glei-
che Wirkung wie das Kraftfeld hat. Wir fiihren den
Begrift Schwerpunkt ein.

Eine Kraft, die auf den Schwerpunkt wirkt, &ndert
nur die Translation des Korpers, die Rotation bleibt
unverdndert. Daraus ergibt sich die Forderung, dass
das resultierende Drehmoment eines Kraftfelds bezo-
gen auf den Schwerpunkt null ergibt.

Y

my Schwerpunkt ma

F, F, lgo

T T T

1 zs? Tg x

Abbildung 8.9.: Schwerpunkt zweier Massepunkte.

Wir betrachten zunéchst den eindimensionalen Fall
mit zwei Massepunkten m; und mg, die durch eine ge-
rade masselose Stange starr verbunden sind, siche Ab-
bildung 8.9. Wir suchen die Position x4, bei dem die
Summe der Drehmomente null ist:

M+ My, =0

(x1 —2s)F1 + (m2 —25)Fo =0

(z1 = x5)migo + (v2 — z5)mago = 0

myx1 + moxs — (M1 + mo)xs =0
_ miT + Moo

m1+m2

Der gleiche Ansatz kann fiir beliebig viele Masse-
punkte entlang einer Geraden durchgefiihrt werden. Es
folgt etwas allgemeiner:

Dt
2 mi

Ls
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Abbildung 8.10.: Bestimmung des Schwerpunkts belie-
big vieler Massen im Raum.

Als néchstes betrachten wir beliebig viele Masse-
punkte im Raum, siehe Abbildung 8.10. Wieder muss
die Summe aller Drehmomente null ergeben:

> M;=0
Z(rz—rg) xF;=0
Zmz T —

{Zmi (ri—rs)} Xgy=0

Der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen ist nur
dann null, wenn einer der Faktoren des Vektorprodukts
null ist, oder der Winkel der Faktoren zueinander null
ist. Da die Erdbeschleunigung g nicht null ist und wir
den Schwerpunkt fiir beliebige Richtungen des Korpers
im Kraftfeld ermitteln wollen, muss die Summe in den
geschweiften Klammern null ergeben:

S mi (i — )
Zl(m»ri —mrs) =0
me Zmzrs—o
me rgzmﬁo

Zi m;T;
>0

In einem letzten Schritt verallgemeinern wir die ge-
fundene Gleichung fiir kontinuierliche starre Korper.

1 1
/rdm = /rp(r) dv
Msk Msk

Dabei steht mg fiir die Masse des starren Korpers:
Mgl = f dm. In dem ersten Integral wird die Masse des
Korpers in unendlich viele kleine Massen dm zerlegt
und mit den dazugehorigen Radien r aufaddiert. Im
zweiten Integral wird {iber das Volumen integriert. Die
Masse dm wird durch das Produkt aus Dichte p(r) und
Volumen dV ersetzt.

Wie kann der Schwerpunkt eines starren Korpers ex-
perimentell ermittelt werden? Wird ein starrer Koérper

s) X gy=0

=0

rs =

(8.1)

(8.2)

Trs =

60

an einen Faden aufgehéingt, so kommt sein Schwer-
punkt auf der verldngerten Linie des Fadens zur Ruhe.
Wird der starre Korper nacheinander an zwei unter-
schiedlichen Stellen aufgehéngt, so befindet sich der
Schwerpunkt am Kreuzungspunkt der beiden verlin-
gerten Fadenlinien, siehe Abbildung 8.11.

Schwerpunkt

Abbildung 8.11.: Durch das Aufhéingen an zwei ver-
schiedenen Punkten kann der Schwerpunkt eines
starren Korpers ermittelt werden.

Der Schwerpunkt eines starren Koérpers kann auch
auflerhalb des starren Korpers liegen. So liegt bei einem
Ring der Schwerpunkt genau im Zentrum des Rings,
oder bei einem gewinkelten Draht zwischen den beiden
Drahtstiicken.

8.4. Masse und Tragheitsmoment

Wird auf einen Korper zentral, das heiffit auf einer Ge-
raden durch dessen Schwerpunkt, eine Kraft ausgeiibt,
so wird er auf dieser Geraden beschleunigt. Das Binde-
glied zwischen Kraft F' und Beschleunigung a ist die
Masse m:

F=ma

Wirkt auf einen starren Korper ein Drehmoment, so
wird dieser in seiner Rotation beschleunigt. Das Binde-
glied zwischen Drehmoment M und Winkelbeschleuni-
gung « ist das Tragheitsmoment J:

M=Ja
Die SI-Einheit des Trégheitsmoments ergibt sich zu

[J] = kgm?

8.4.1. Allgemeine Gleichungen

Fiir einen Massepunkt mit Masse m, der um eine
Achse mit Abstand r| rotiert haben wir bereits das
Tragheitsmoment kennengelernt:

J=mr,?

Besteht ein starrer Koérper aus mehreren Massepunk-
ten mit Massen m;, die mit den Abstinden r ; um eine
Achse rotieren, so ergibt sich fiir das Trigheitsmoment:

J = E mirL’
[

(8.3)



Fiir einen starren Kérper mit beliebiger Dichtvertei-
lung folgt sinngemaf:

J:/TL2dm:/rl2p(r)dV

Das erste Integral integriert iiber alle Masseelemente
dm des starren Korpers. Das zweite Integral integriert
iiber alle Volumenelemente dV und bedient sich der
Dichte p am Punkt 7.

(8.4)

8.4.2. Beispiele fiir Tragheitsmomente

In Tabelle 8.1 sind die Trégheitsmomente einiger ele-
mentarer Korper aufgelistet. Exemplarisch soll hier das
Tréagheitsmoment eines diinnen Stabs mit Masse m und
Lénge [ bestimmt werden, dessen Drehachse senkrecht
zum Stab durch dessen Schwerpunkt verlduft, siehe
vorletzte Zeile in Tabelle 8.1.

Wir bedienen uns des ersten Integrals in (8.4) und
integrieren iiber die halbe Stablinge I/2. Wir substitu-
ieren die Masse dm durch *dr und lésen das Integral:

1/2
J:/TLQdm=2/ rl2%drl
0

2 /2 9 3
Tm/ r2dr, = 2 {u}
0

l 3
= 2m B — mﬁ
I \24 12

8.4.3. Verschiebung der Drehachse

Hiufig verlduft die Drehachse eines starren Korpers
nicht durch dessen Schwerpunkt. Ausgehend von ei-
nem starren Korper der Masse m mit bekanntem
Trigheitsmoment im Schwerpunkt Jy wollen wir eine
Regel finden, mit der wir fiir eine um d parallel verscho-
bene Drehachse w’ das Trigheitsmoment J’ bestimmen
konnen.

Geméfl Abbildung 8.12 erhalten wir:

1/2

0

Die erste Summe entspricht dem Trégheitsmoment
im Schwerpunkt Jy. Die zweite Summe entspricht der
Gleichung fiir den Schwerpunkt (8.1) mal der Masse
m. Da sich die Radien 7; bereits auf den Schwerpunkt
beziehen, ergibt die Summe null, so dass der mittle-
re Ausdruck ebenfalls null ergibt. Die dritte Summe
schlieflich entspricht der gesamten Masse m des star-
ren Korpers. Es folgt:

J = Jo+d*m (8.5)

Das Tragheitsmoment fiir eine parallel um d aus dem
Schwerpunkt verschobene Drehachse ist die Summe aus
dem Tragheitsmoment Jy im Schwerpunkt und dem
Trégheitsmoment der in einem Punkt gedachten Masse
des starren Korpers mit Abstand d.

Mit diesem Steinerschen Satz kann die letzte Zeile in
Tabelle 8.1 aus der vorletzten Zeile abgeleitet werden.

8.5. Impuls und Drehimpuls

8.5.1. Impuls eines starren Koérpers

Fiir einen Massepunkt ist der Impuls p; das Integral
der angelegten Kraft F'; iiber die Zeit ¢.

Fiir einen starren Koérper kénnen wir uns die Kraft F
aufgeteilt auf alle Massepunkte vorstellen:

(8.6)

Auf beiden Seiten nach der Zeit differenziert folgt fiir
die Kraft F" d
p .
F = — =
a P
Wir haben bereits fiir Massepunkte den Impuls p;
als das Produkt von Masse m; und Geschwindigkeit v;

kennengelernt:

(8.7)

D; = mM;v;

In einem starren Korper bewegen sich fiir die Transla-
tion alle Massepunkte m; mit der gleichen Geschwin-
digkeit v, so dass sich allgemein herleiten l&sst:

p=muv (8.8)

8.5.2. Drehimpuls eines starren Korpers

Fiir einen Massepunkt ist der Drehimpuls L; das In-
tegral des angelegten Drehmoments M ; iiber die Zeit

t.
L= [ My

Fiir einen starren Korper konnen wir uns das Drehmo-
ment M aufgeteilt auf alle Massepunkte vorstellen:

(8.9)

Auf beiden Seiten nach der Zeit differenziert folgt fiir

das Drehmoment M:
dL .
=—=1 8.10
& (8.10)
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Abbildung Beschreibung Trigheitsmoment
w Ein Massepunkt um eine Drehachse J=mr?
w Zylindermantel oder Ring J=mr?
w Vollzylinder oder runde Scheibe J=3 r?
n w Hohle Kugel J = QTm r?
w Volle Kugel J = ZT'” r?
b Massiver Quader oder
— c —_— W . . J = (a2 + b2)
a rechteckige Scheibe (¢ = 0) 12

w
l
ET'E@ Diinner Stab um die Mitte J =10
l “LAJ
[ — Diinner Stab um ein Ende J="210

Tabelle 8.1.: Beispiele einiger Tragheitsmomente.

Lésst sich der Drehimpuls L auch iiber die Winkelge-
schwindigkeit w und das Trégheitsmoment J herleiten?

”
L=Jw

Befindet sich ein Massepunkt m; mit Impuls p, an der
Position r; relativ zu einem Drehpunkt, so betrégt der
Drehimpuls L;:

Li=7;xp,;

Wir beginnen mit dieser Gleichung, ersetzen den Im-
puls p; durch m;v; und die Geschwindigkeit v; wieder-
um durch w x r;.

L:ZLZ':Z” xpi:Zmiri X v;
:Zmﬂ'z X (w X ;)
= Zmi (w(ry-r;) —ri(r; - w))

In der dritten Zeile haben wir die Identitidt ax (bx¢) =
bla - c) — c(a - b), auch BAC-CAB-Formel genannt,
angewendet. Im ersten Teil sehen wir die vermuteten
Trigheitsmomente J; = m;r;2. Der zweite Teil der
Gleichung r}nacht aber deutlich, dass die getroffene An-
nahme L = Jw nicht haltbar ist!
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Die Gleichung L = Jw gilt nur fir Massepunkte
und Koérper mit bestimmten Symmetrien. Allgemeiner
muss das Trégheitsmoment J durch einen Tensor 2.
Stufe ersetzt werden und kann mit Vektoren alleine
nicht beschrieben werden. Wir wollen das Thema hier
nicht weiter vertiefen, und beschranken uns im wei-
teren Verlauf auf Fragestellungen, bei denen mit dem
skalaren Trégheitsmoment J gearbeitet werden kann.

8.6. Energie und Leistung

Wir betrachten die Groflen Energie und Leistung aus
Sicht von Translation und Rotation.

8.6.1. Translation

Wir haben die kinetische Energie eines Massepunktes
mit Masse m;, der sich mit einer Geschwindigkeit v
bewegt, bereits kennengelernt. Ein starrer Koérper mit
Masse m setzt sich aus vielen Massepunkten m; zu-
sammen, die sich alle mit der gleichen Geschwindigkeit
v bewegen:

Eyin = ZEkini = 2721)2 = Z’TUQ
B = %zﬂ (8.11)



Wir haben bereits das Federpendel und das mathe-
matische Pendel kennengelernt und wenden uns jetzt
dem Torsionspendel zu. Es handelt sich dabei um
einen starren Korper, der in seinem Schwerpunkt
drehbar montiert ist, und durch eine Spiralfeder in
Ruhelage gehalten wird.

-

4

Die Spiralfeder mit einem Direktionsmoment (Fe-
derkonstante) D,,, fiihrt bei einer Auslenkung um den
Winkel ¢ zu einem Rickstell-Drehmoment Mg:

MR = —Dm(p

Der starre Korper besitzt ein Tragheitsmoment Jy,
welches bei einer Winkelbeschleunigung o = ¢ zu ei-
nem Trigheitsmoment My fiithrt:

MT = —J()Oé = —Jo(,b

Die Summe der Drehmomente muss null ergeben, so
dass sich eine lineare homogene gewohnliche Differen-
zialgleichung zweiter Ordnung ergibt:

My + Mg =0

—Jop = D=0
Dy,

s Dm
i

Die Differenzialgleichung lésst sich mit einer harmo-
nischen Schwingung ¢(t) = ¢sin (wt + ) losen. Es

Anwendung 8.1: Torsionspendel und Messung des Tragheitsmoments

folgt fiir die Kreisfrequenz w:

_/Pm
w= 7

Im Gegensatz zu Schwerkraftpendeln ist bei einem
Torsionspendel die Frequenz unabhéngig von der Aus-
lenkung. Abweichungen in der Frequenz ergeben sich
nur durch Nichtlinearitdten der Spiralfeder.

Ein Torsionspendel kann zur Bestimmung von
Trégheitsmomenten verwendet werden. Nach Um-
stellung der letzten Gleichung ergibt sich fiir das
Tragheitsmoment Jy:

D,

JO == F

Es wird ein Drehteller mit einer Spiralfeder montiert,
so dass sich ein Torsionspendel ergibt:

Ausgehend von einem bekannten Direktionsmoment
(Federkonstante) D,,, wird zunéchst die Kreisfrequenz
des leeren Tellers wy und dann die Kreisfrequenz mit
dem zu untersuchenden starren Koérper w ermittelt. Es
folgt fiir das Trégheitsmoment .J, des hinzugefiigten
starren Korpers:

1 1
Jo=Dp (= - —
(w2 w02>

Abbildung 8.12.: Auswirkung einer um d verschobenen
Drehachse auf das Trigheitsmoment.

Ubrig bleibt die uns bekannte Gleichung fiir kinetische
Energie.

Die gleiche Vorgehensweise konnen wir auf potenti-
elle Energie und Leistung anwenden und stellen fest,
dass die Gleichungen fiir Massepunkte unveréindert
iibernommen werden konnen:

Die potentielle Energie eines starren Korpers mit
Masse m bei einer Erdbeschleunigung gq fiir eine gege-

bene Hohe h betrigt:

Epor = —mygoh (Kraftfeld der Erde) (8.12)

Auch bei einer gespannten Feder sprechen wir von po-
tentieller Energie. Fiir eine Feder mit Konstante D, die
um eine Strecke Al in ihrer Léinge verdndert wurde ist
eine potentielle Energie gespeichert.
D o
Epot = EAZ (Feder) (8.13)
Da hier der Begriff Masse nicht auftaucht, spielt die
Verteilung der Masse, ob Massepunkt oder starrer
Korper, keine Rolle. Allgemein ist die potentielle Ener-
gie die Kraft F}, die parallel iiber eine Strecke s auf
einen Korper ausgeiibt wird. Wir driicken dies durch
das Skalarprodukt aus:

Epot :/Fds

Die Leistung in der Translation ist die Anderung der
Arbeit oder Energie iiber die Zeit. Dies kann iiber das

(8.14)
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Anwendung 8.2: Physikalisches Pendel

Im vorigen Kapitel haben wir bereits das mathemati-
sche Pendel kennengelernt. Wir sind von einem Mas-
sepunkt ausgegangen und haben folgende Kreisfre-
quenz fiir das Pendel ermittelt:

/90
Wmath = 7

Beim physikalischen Pendel lassen wir die Annahme
eines Massepunkts fallen und gehen von einem star-
ren Korper aus. In der folgenden Abbildung ist ein
solches Pendel dargestellt.

Schwerpunkt

Wir betrachten die Drehmomente auf einer Drehach-
se, die gem#f Skizze in z-Richtung liegt. Unter der
Annahme, dass keine Reibungsverluste vorliegen, gibt
es ein Beschleunigungs-Drehmoment Mp aufgrund
der Erdanziehung und ein Trégheits-Drehmoment M
aufgrund des Tragheit des Pendels. Mit rg fiir die ak-
tuelle Position des Schwerpunkts des Pendels folgt:

MB:rsxF

=1 (ezsinp — e, cosp) X (—mgo ey)

= —mgpl e, siny
Mpr=—-Jae, =—-Jpe,

Die Summe der Drehmomente muss null ergeben:

Mg+ M+ =0

—mgole,sinp — Jpe, =0
l

®+ m§0 sinp =0

Wir gehen von einer kleinen Pendelbewegung aus

(¢ < 5°) und nidhern sing = . Es folgt eine linea-

re homogene gewohnliche Differenzialgleichung zwei-

ter Ordnung:

mgol
J

Die Gleichung ldsst sich durch eine harmonische
Schwingung losen, z.B. ¢ = @sin(wt + v). Es ergibt
sich fiir die Kreisfrequenz w:

»+

=0

mgol
J

Wir ersetzen das Tragheitsmoment J um das um [ ver-
schobene Trigheitsmoment im Schwerpunkt Jy, und
kiirzen den Bruch mit ml:

mgol 9o
Jo + 2m % + 1

Der letzte Ausdruck zeigt, dass im Vergleich zum
mathematischen Pendel die Kreisfrequenz durch das
Tréagheitsmoment des Pendels reduziert wird.

w =

Skalarprodukt von Kraft F' und Geschwindigkeit v aus-
gedriickt werden.

dE
P=—=F 8.15
g —Fv (8.15)
Auch hier gelten fiir starre Korper die gleichen Zusam-

menhinge wie fiir Massepunkte.

8.6.2. Rotation

Bei der Rotation eines starren Korpers bewegen sich
die Massepunkte m; mit einem Abstand r;, um eine
Achse. Jedes dieser Massepunkte hat eine kinetische
Energie Fyi,;, die wir zur Rotationsenergie aufsum-
mieren:

Brot =Y Biini = Y %%‘2 =y %(sz‘)2

i i
=S s
= Q) MiT1q
2 &
2

Die verbleibende Summe entspricht dem Tragheitsmo-
ment aus Abschnitt 8.4.1, so dass wir allgemein schrei-
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ben:

Eiot = i UJQ

. (8.16)

Beim Torsionspendel (Anwendung auf Seite 63) ha-
ben wir bereits das Direktionsmoment (die Federkon-
stante) D,, einer Spiralfeder kennengelernt. Wird die
Spiralfeder um einen Winkel ¢ ausgelenkt, so wirkt ein
Riickstell-Drehmoment von Mp = —D,,, . Die in der
Spiralfeder gespeicherte Energie ist das Produkt von
Kraft zum Spannen der Feder und der zuriickgelegten
Strecke. Wir beginnen mit dem Integral fiir potentielle

Energie:
Epor = / Fds

Wir gehen davon aus, dass die Kraft F' zu allen Zeiten
tangential zur Drehbewegung angreift und ersetzen die-
se durch das Drehmoment M. Des Weiteren ersetzen
wir die Position ds durch das Produkt von Winkel dg
und Radius r:

M
Epot=/7'd907":/Md<P



Das letzte Integral kann allgemein mit Vektoren aus-
gedriickt werden:

Epot = /Mdcp (8.17)
Wir setzen das Riickstell-Drehmoment Mgz und die
Federkonstante D,, ein, und erhalten die potentielle
Energie einer Spiralfeder

Epot z—/MRdcpz/Dmtpdcpsz/wdw
D

Epot = ——* (Spiralfeder)

5 (8.18)

Die Leistung in der Rotation ist die Anderung der
Arbeit oder Energie iiber die Zeit. Dies kann auch mit
dem Skalarprodukt von Drehmoment M und Winkel-
geschwindigkeit w ausgedriickt werden.

dE

P. — =Mw

= 8.19
t Tt (8.19)

8.6.3. Kombination von Translation und
Rotation

Fiir ein abgeschlossenes System bleibt die Summe der
Energien konstant.

Z Epoti + Z Exini + Z E\ot; = konstant

Beispiel: Ein starrer Korper rollt eine schrige Ebene
hinunter. Zu Beginn hat der Kérper nur eine potentiel-
le Energie. Ist der Korper um eine Hohe h die schrige
Ebene hinunter gerollt, so wurde die potentielle Ener-
gie Epo¢ in kinetische Energie Eyi, und Rotationsener-
gie Fyot umgewandelt. Die Aufteilung ergibt sich durch
Tragheitsmoment und Durchmesser des Korpers.

Beispiel: Eine Massive Kugel rollt eine schrige Ebe-
ne um die Hohe A hinunter. Wie teilt sich die Energie in
Translation und Rotation auf, und wie schnell bewegt
sich die Kugel? Antwort: Wir gehen davon aus, dass
sich die Kugel zu Beginn nicht bewegt. Die potentielle
Energie zu Beginn betrigt Ep,ot = mgoh. Unten an-
gekommen teilt sich die Energie in kinetische Energie
und Rotationsenergie auf. Wir wenden den Energieer-
haltungssatz an:

Epot = Ekin + Erot

J
mgoh = m1}2 + Zw?

2 2
2m .2 2
m =Tt ov
ho= T2 57(,)
mgo 21} + 5 .
1 1
gohzivz—i—ng

Die Energie wird sich 5:2 in kinetische Energie und Ro-
tationsenergie aufteilen. Wir 16sen die Gleichung nach

v auf:
1 1
2
42 =gk
'U<2+5> 9o

/10
= _— h
v 7 g0

Interessant an dem Ergebnis ist, dass Masse und Ra-
dius der Kugel nicht in die Gleichung eingeht.

8.7. Aufgaben

Aufgabe 8.1: Auf einen starren Korper im Koordi-
natenursprung wirken an den kartesischen Koordinaten
(1;1;0) und (0;-2;0) die entsprechenden Krifte 4 N und
2N in positiver x-Richtung. Bestimmen Sie die resul-
tierende Kraft mit Betrag, Richtung und Position.

Aufgabe 8.2: Auf einen starren Korper mit Drehach-
se im Koordinatenursprung entlang der z-Achse wirken
an den zwei Punkten (1;1;1) cm und (-1;2;-1) cm die
Kréfte 1N und 2N in negativer y-Richtung. Bestim-
men Sie das resultierende Drehmoment.

Aufgabe 8.3: An einer vergleichsweise leichten 1 m
langen Stange seien am rechten und linken Ende die
entsprechenden Massen m und ms montiert. Bestim-
men Sie den Schwerpunkt fiir m;=2kg und my=>5kg.

Aufgabe 8.4: Ein starrer Korper bestehe aus folgen-
den Massepunkten:

Masse | Position

10g (1;0;0)
20¢g (0;1;0)
30g (0;0;1)
40¢g (1;1;1)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schwerpunkts.

Aufgabe 8.5: Eine leere zylindrische Konservendose
wiege 99 g, habe einen Durchmesser von 10 cm und eine
Hohe von 11,5 cm. Unter der Annahme, dass die Nédhte
keine zusétzliche Masse hinzufiigen, bestimmen Sie das
Tragheitsmoment fiir die Zylinderachse.

Aufgabe 8.6: Ein Torsionspendel, dessen Feder, Ach-
se und Querstange vergleichsweise geringe Massen ha-
ben, habe zwei Gewichte von jeweils 100 g im Abstand
20 cm zur Drehachse montiert. Bestimmen Sie fiir ei-
ne Spiralfeder mit Direktionsmoment 0,8 Nm die Reso-
nanzfrequenz in Hz.

Aufgabe 8.7: Ein 373 mm langer Stab héngt an einem
Ende an einem Masselosen Drehgelenk, so dass er frei
schwingen kann. Wie viele Schwingungen pro Sekunde
iibt dieser Stab bei geringer Auslenkung aus?

Aufgabe 8.8: Eine 2kg wiegende runde Scheibe mit
30 cm Durchmesser rotiere um ihren Schwerpunkt mit
der Drehachse senkrecht zur Fldche mit 3000 U/min.
Wie hoch ist die in ihr gespeicherte Energie? Wie hoch
miisste die Scheibe angehoben werden, so dass sich die
gleiche potentielle Energie ergibt?

Aufgabe 8.9: Ein Torsionspendel habe ein Trig-
heitsmoment von 2kg m? und eine Federkonstante von
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2 Nm. Bei einer maximalen Auslenkung von 1rad, wie
hoch ist die maximale Winkelgeschwindigkeit?

Aufgabe 8.10: Ein Motor gibt seine maximale Lei-
stung von 60 kW bei einer Drehzahl von 6000 U/min
ab. Welches Drehmoment hat der Motor bei dieser
Drehzahl?

Aufgabe 8.11: Eine massive Kugel mit 5cm Durch-
messer wird auf einer schrigen Ebene losgelassen. Be-
stimmen Sie Geschwindigkeit und Winkelgeschwindig-
keit, nachdem sie 20 cm an Hohe verloren hat.

Aufgabe 8.12: Ein zylindrischer Satellit mit 1t Mas-
se habe einen Durchmesser von 1,5m und rotiere um
seine Zylinderachse mit 10 U/min. Fiir Servicearbeiten
im All wird die Rotation durch zwei tangential montier-
te Triebwerke gestoppt, die jeweils eine Schubkraft von
10 N haben und unter einem Radius von 80 cm montiert
sind. Unter der Annahme, dass die Masse im Satelliten
gleichméBig verteilt ist und die Triebwerke nicht nen-
nenswert zum Tragheitsmoment beitragen, wie lange
braucht der Satellit bis zum Stillstand?

Aufgabe 8.13: Eine zylinderférmige Holzwinde ha-
be einen Durchmesser von 20cm, wiege 5kg und sei
reibungslos iiber einem Brunnen montiert, siche Ab-
bildung unten. Um die Holzwinde sei ein annihernd
masseloses Seil gewickelt, an dessen Ende ein voller
Wassereimer mit Masse 12kg geknotet ist. Wird die
(masselose) Kurbel losgelassen, nach welcher Funkti-
on bewegt sich der Eimer nach unten? Wann wird der
Eimer den Grund des 5 m tiefen Brunnens erreicht ha-
ben?

Aufgabe 8.14: Eine kleine massive Kugel soll durch
einen Looping mit 20 cm Durchmesser rollen, ohne dass
sie von der Bahn abhebt. Wie hoch oberhalb des Loo-
pings muss die Kugel mindestens starten, wenn jegliche
Reibungsverluste vernachlissigt werden kénnen?
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A. Losungen zu den Aufgaben

A.1. Messen, MaBsysteme und

Vektoren
Loésung 1.1:
1000k
8) 5t =5t — & — 5000kg
11 1m?
2cl=2cl- =20-1 =20cm®
b) 2¢l =2l 55+ Tappy = 207 107" m’ = 207
km km 1000m 1h
2—=72—" =20
€) 7 h =1 h lkm  3600s 0%
mi 1609, 344 m 1h m
d) 7Omph—701- Tl -36008—3172928?
Loésung 1.2: Wir rechnen MPG in m um. dafiir

miissen wir mit der Kehrwert der englischen Angabe
arbeiten:

1 1 gal
42 MPG 42 mi
~0,0673 -

4,546091
1gal
=6,73

1 mi
1 609344 km

100 100 km

Antwort: Thr PKW verbraucht mit 6,1
Benzin.

Vorsicht: Hatte das gleiche Gespriach mit einem US-
Amerikaner stattgefunden, so wire wegen der kleineren
US-Gallone sein PKW mit 5,60 sparsamer.

100 o weniger

100 100 km

Losung 1.3: a) Falsch: Strecke und Zeit kénnen nicht
addiert werden.

b) Korrekt: Es miissen nur die Einheiten der Stre-
cken angepasst werden.

¢) Falsch: Das Argument der Sinunsfunktion darf kei-
ne Einheit haben.

d) Korrekt: Die Einheit Meter kann eliminiert wer-
den.

Losung 1.4: Alle vier Gleichungen sind korrekt.

Loésung 1.5:
Os Os Os 0s
As=|—|A A Ag+ |—| A
s=|gn | Ah+ 50 vo+‘8 + 5| A

= Ah+t-Avg+ 2t2Ag + [vo — gt|At
=5cm+1s-0,12+1.1°s*.0,02-9,8%

+]22-9,8% -1s|-10ms
=0,05m+0,1m+ 0,098 m + 0,078 m
=0,326m = 32,6 cm

Loésung 1.6:

zw/a§+a§:\/12—|—22:\/§%2,236

o = arg (a) = arctan (CLy) = arctan (2) ~ 1.107
a

x

b) b= i+ = VO (27 = Vi
oy = arg (B) = = ~ ZL5T1

0 e=\JE+ad =V (R =VEs LAl
. = arg (c) = arctan (?’) T =

T
arctan <

N 81
1) T 7

—2,356

Loésung 1.7:

a) Gy = acosy, = V2 cos (%) =1

ay = asinp, = V2sin (E) =1

4 =
5v3
b) b, —bCOb@b—5COb(g>:T%4,33O
by:bsm%:mm(g) =25
-3 1
r = c:]- _— = — -~ —U,
C) €y =ccosp cos( 1 ) 3 0,707
-3 1
= 1 C:1 1 _— = — 7%—0,707
¢y = csing sm( 4) 5

Loésung 1.8:

a) a+b=(ay+0bgya,+b,)=02+1,14+(-1))

:(370)
b) a—b=(az—bs,ay,—by)=(2-1,1-(-1))
=(1,2)
c) 4-a={4-az,4-ay)=(4-2,4-1)= (8,4

d) a-b=az -by+tay-by,=2-1+1-(-1)=_1

) axb kann nur dreidimensional gelost werden:
= (ayb, — azby, aby — azb,, azb, — ayby)
= (ay-0—0-by,0-by —ay - 0,a5by — ayb,)
=(0,0,2-(-1)—1-1)=(0,0, —3)

@

Loésung 1.9:

a) a+b=(ay+0by,a,+by,a.+0b,)
=03+1,242,14(-2)=(4,4, -1)
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b) a—b=(a; —by,ay —by,a, —0)

3 2f2 1-(-2))=(2,0,3)

2. aw,2 ay,2-a.)=(2-3,2-2,2-1)

, 2)

“b=ay by +ay -b,+a, b,

—3.142.241-(-2)=5

e) axb=(ayb, —a.by,a.by —azb.,a,b, —

=(-6,7,4)

(
=(
= (
6,4,2)
ayby)

A.2. Bewegung auf einer Geraden

Losung 2.1: Wir rechnen in kartesische Koordinaten
um wobei die Abszisse nach Osten und die Ordinate
nach Norden zeigt:

vy = — 2%%4—\[%%
= \/gmex —l—\/gmey
r(28) =vo 28+ 19

= (—V2Te, +V22e,) 25
+ (V8me, + V8me,)

= (—ﬁ%-?s—kx/gm)em
+ (V22 .25+ v8m)e,

= 0me, +4\f2mey = 4\/§mey

D.h. die Kugel befindet sich nach zwei Sekunden
4v/2m ~ 5,66 m in Richtung Nord.

Lésung 2.2:
_ 42,195 km 42195 m
T = = ~ 5, 69 Q
2-3600s+43-60s+ 38s 7418s =
Loésung 2.3:
5100 100 m
t= = ~ 0,294
VSchall 340 m/b 5

Loésung 2.4: Mit s; und s als dem ersten und zweiten
Streckenabschnitt, v; und vs als die Geschwindigkeit
auf den entsprechenden Streckenabschnitten, ¢; und ¢,
als die Dauer fiir besagte Strecken und t;,; und s; als
die gesamte Zeit und Strecke folgt:

Stot — S2
- S
ty tiot —t2  tror — 22

V2
_ 100 km — 25 km _ 75 km

- 1h 25 km -1

" 50km/h 2

51 _ Stot — 52

v =

= 150km/h

Losung 2.5: Wir definieren die Ruhelage des Gegen-
standes als als Position null s = 0, den Start des
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Gegenstandes als Zeitpunkt null t) = 0 und messen
Strecke und Geschwindigkeit vertikal nach oben. Mit
ty fiir den Zeitpunkt, an dem der Gegenstand die Hohe
von h = 10m erreicht und wieder umkehrt folgt fiir
(2.8):

v(t1) =0 = apt1 + vo = vp — got1 es folgt:
=2
90

Wir setzen die gefundene Gleichung in (2.9) ein:

a
S(tl) =h= ?Ot% + vot1 + s =

go (v 2 v 1 1 v3

o (Vo 0 2 Yo
=——|(— ] +vo—=v

2 (90> O 0 (gO 290) 290

vo=1+/2hgo=4/2-10m-9,81 3 ~ 14, Olm/s

490 ,2
—=t t
9 1+U0 1

Losung 2.6: Aus Symmetriegriinden braucht der Ball
genauso lange hoch zur Zeltdecke wie wieder herun-
ter. Wir betrachten den freien Fall und messen die
Zelthohe von der Decke abwiérts. Es folgt vy = 0, wir
beriicksichtigen die Abwurfhéhe mit so = 1,2m und
verwenden mit t; = 1,5s Gleichung (2.9):

a
S(tl) = ?Ot% + vot1 + s = g?Otf + So
9,811
= T¥~1752s2+1,2m~, 12,24m

A.3. Bewegung im Raum

Lésung 3.1:

= (4m - cos(n/4),4m - sin(w/4))
= (4m-+/1/2,4m - /1/2)
= (V8,V8)m
re =v -t = (vyt,vyt) = (
= (—V8,V8)m
r=r1+ry= (V8 V8 m+ (V8 V8 m
= (0,v/32)m = (0,4v2) m

Nach zwei Sekunden befindet sich die Kugel
4v/2m in Richtung Nord.

(22225222 25)

Loésung 3.2: Mit den Einheiten Sekunde und Meter
folgt

= (1]2/1) +0,2- (0/0|2) + 0,5 - (2| — 2/0)

+0,4-(0/0] — 1)
=(1+0,5-22—0,5-2[1+0,2-2
= (21]1)

—0,4-1)




Losung 3.3: Die Beschleunigung ergibt eine Diffe-
renz von 3m/s, die sich vollstindig auf die gesamte Ge-
schwindigkeit auswirkt. Daher ist der Winkel zwischen
Beschleunigung und urspriinglicher Bewegung 0°.

Loésung 3.4:

vy = vo = 250

a-t=2m/s* 20s =402

o = \fo2 4+ 03 = /(250 2)2 + (40 2)? ~ 253, 2 2

Yy = arctan 40%
vy ) 250 2

Uy

~9,09°

(¢ = arctan (

Losung 3.5:
r=(3+2t+ e, + (1+1,2t+0,3t%)e,
= (3e, +e,) + (2e, + 1,2e,)t + (e, + 0,3t%e,)t*
aop 2
=To + ’Uot + 7t
a =2e, + O,6t26y

la| = /22 + 0,62 ~ 2,09

ay) = arctan (0’6) ~ 16,
Ay 2

(]

EN|

(o = arctan (

Loésung 3.6:

a
T(t) = Tl(t) cep + ry(t) €y =To + vot + §t2
= Trpz€x + Toy€y + Voztes + voyle,

Az o Qy 2
+7t 6I+?t ey

a
= (roz + vout + —xtQ)ez + (roy + voyt +

’é/t2
2 )

2
Die Anfangsposition ist null. Am Kreuzungspunkt mit

der y-Achse zum Zeitpunkt ¢; ist r, = 0.

a
re(t1) = 0 = vouty + ?xtf

2004 10
tlz{o,— kil }:{0, }—{0 5}
Qg
Ty (t1) = voyt1 + ayti = 2t; +1,5t1 = {0, 47,5}

v(t1) = vo + aty = be, + 2e, — 2t1e, + 1,51 e,
= {5be, +2e, , —be, +9,5e,}

Loésung 3.7:
(1) = ‘ro + vt + —tQ’ - ’voteL + t2ey

1/ (vot)? t2 —t\/vo a2t2

v(t) = vy + at = vpe, —|—atey

v(t)| = 1/v? + a2t?
0

t
©y(t) = arg(v) = arctan <Uy) = arctan (a)
Vg Vo

Ggf. muss zum Winkel ¢, noch 7 addiert bzw. subtra-
hiert werden.

Lésung 3.8: Zu a): Da beide Apfel zu Beginn eine
vertikale Geschwindigkeit von null habe, kommen beide
zur selben Zeit auf dem Boden an.

Zu b): Wir definieren den Boden unter der Abwurf-
stelle als Koordinatenursprung rqg = 0, den Abwurf-
zeitpunkt als ¢ = 0 und den Zeitpunkt des Aufpralls
mit tl.

r(t) = ro + vot + gtz = Tryey, + vogte; — ‘%Othy
ry(t) =0=ry— TH
2
t =4,/
go

Wir verwerfen die negative Losung fiir ¢1, da sie in der
Vergangenheit liegt.

rz(t1) = Vozt1 = Vog

Losung 3.9: Koordinatenursprung: Boden unter dem
Bogenschiitzen.

go

) 2
r(t) =ro+vot + it = royey + vogtey — Et ey
= (t
Tx(tl) =22m = Vozt1 = t1 = ri( 1)
Vo
0 0
ry(t1) =0 =10y — %t% = roy = 92 t2
2 m
o [T t1 9,81 % 22 m
r0y2g2<z( )) =% | ) =L
Ox s

Loésung 3.10: Koordinatenursprung: Tintendiise, y-
Achse nach unten.

r(t) = ro + vot + %tQ = vogtes + g—OtZey

2

2 (t1

r,(t1) = 1mm = vo,ty = t; = ra(t1)
Vox

(t ) gOtQ 90 rz(tl) ? o 9381 s% 1 mm 2
VTR T\ Ty, ) T T2 \om
~ 49 nm
Losung 3.11: Koordinatenursprung: Start des Be-

trachtungszeitraums mit horizontaler Bewegung, y-
Achse nach unten.

a
r(t) = ro + vot + §t2 = vozte, + %tzey

2r,(t
ry(t) = 0,9 um = 243 = = 2ry(t)
2 go
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(t
rm(tl) = 1km = vty = Vox = Tlt( 1)
1
o) 9.81 1
VA 2, (1 20,9 um

~ 2335 km/s

Losung 3.12:
v2
a=—
r
=+ar = /gor = /9,81 m/s? - 50m
A 22,15m/s =~ 80km/h
Losung 3.13:
v? v 2(mdn)?
= — = — = = 2 2d 2
T T d T

72 - 210 mm - 80002 min 2

2
7r2-0,21m.<4§0>

~ 7500 go

2~ 73700 m/s>

Lésung 3.14:

2 2 2
a:v—: (2mrn) :47r2rn2:@
r r
- 90 B 9,81 5 B 9,81 %
4-4m®n? 1672 (10)° min=? 1672 (3)® 52
~ 20,1cm

Bei einem Durchmesser von 30,48 cm kann sich der
Kaéfer iiberall auf der Schallplatte halten.

Losung 3.15: Wir legen den Koordinatenursprung
auf die Abwurfstelle und definieren den Zeitpunkt des
Abwurfs als t = 0. Wir bestimmen zunéchst v fiir den
senkrechten Fall:

a
r(t) =ry(t1)e, = ro +vots + —t3

2
= ’Uotley — QEOt%ey
’U(tl) =0=vg+at; = vo€y — goti€y =
Vo€y Vo
tl = — = —
9go€y 9o
g
ry(t1) = vot1 — 20f1 = vo = £4/27y(t1)g0

Wir verwenden das positive Vorzeichen, damit der
Wurf in die Zukunft erfolgt. Jetzt setzten wir vy in
Gleichung (6) ein und maximieren die Wurfweite durch
einen Abwurfwinkel von ¢ = 45°:

2

=% sin(2¢pg) =
9o 9o

2ry(t1)go i

Tz in(2¢g)
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t1)sin(2¢p) = 2 - 15msin(2 - 45°)

A.4. Newtonsche Axiome

Losung 4.1:
2 2
pyr— o Alst+9b m7
h? kg (5ft+11,5in)%> kg
C11-141b491p  2ARRE g2
- 10502 (03048m\2 kg
(566 + 157 ft)? (0:3048m)% kg
1631 0,4536kgft’? m?
"~ 55,9582t 0,304821bm? kg
4k 2
_ 73,94 kg ~m _ 99
1,8162m? kg ——
Loésung 4.2:
km/h
Fema=m"=11¢. 0kn/h
t 58
1m/s
— 1,1t 1000ks 36km/h - gy
5s
1 3 k
:1100kg-M— M _ 9900N
5s s2
Loésung 4.3:
F
mp=my—mg=——mg=——7 — 100g
a 4m/s
1 5™ 1000g
=-. s . -1 -1
1= kg 00g 50g
Loésung 4.4:
F=muw?r =m(2mn)*r
=50g- (27 3600min~")? - 20 cm
=0,05kg - 472 - 60%s72-0,2m
kgm = 1420N
Zentrifugalkraft Fzp zeigt nach auflen.
Zentripetalkraft Fzp zeigt nach innen.
Losung 4.5:
_F 100N ey o
ety T 10252 1m o &
Loésung 4.6:
F: 2-F 2-m-
Vg =ag by = — by = Loty = o
m m m




V1 2't2 2-6s
—9. 1 4 = = ——".1.4
T T T gy LA/
=1,4m/s =v;
Loésung 4.7:

F, = Fi cos p1 + F5 cos s = F3cos 3
= 50N cos0° 4+ 80 N cos 120° + 100Ncos —120°
=50N-1-80N- 7—100N = —40N
F, = Fysinp + Fysin gy = F3sin 3
= 50N sin 0° 4+ 80 N sin 120° + 100 N sin —120°

=50N-0+80N-¥3 — 100N - ¥3 = —10V3N

F| = \/F2+ F2 = \/(740)2 N2 4 (10v/3)2 N2

= 10V19N ~ 43,6 N

F,
¢ = arg F = arctan F—y —180°

x

—10v3N

= arctan ——————
arctan — o

— 180° = —156,5°

Losung 4.8: Die Kraftkomponenten quer zur Bewe-
gung miissen sich aufheben.

Fyy = Fuy
F5sin g = Fy sin gy
2 - Fisinpg = Fysinpy
2 - sin o = sin g1
(g = arcsin (stapl)

Loésung 4.9: Es muss die Reibungskraft Frg bzw. Fr
iiberwunden werden:

a)  Fro=poFy = pomgo =0,15-1t-9,81 3
= 1,47TkN
b) Fp = pFy = pmgo =0,1-1t-9,81
=981N
Loésung 4.10:

A.5. Arbeit, Energie und Leistung

Loésung 5.1:

W =FAr=240N-5m = 1200J

Loésung 5.2:
a)
W =F, Ar = |Fq|cosp; - Ar
= 20N - cos60° - 500m = 5000 J
b)
F, F 3
Py = Lo :| 1] cos pq
COS o COS Yo
_ 20N - cos 60 _ ﬁN% 11,5N
cos 30° V3
Losung 5.3:
117k 117k
Wy = 22 = = 28(24km/h)? = ——2(62 m/s)?
2 2 2
=2600J
1,44t
Wy = 242 = (120 km/h)?
2 2
14 1 9
( 31 m/s)? = 800000 J = 800kJ
m 2mr
W = — = — _—
3T 9Y t )
5 9737 - 102 <27r149 600 OOOkm)
_ 5,9737- 1024 kg [ 27149,6 - 10° m
3651 - 2436005
= 2,650 - 1033
Loésung 5.4:
f_ Vv _vm 100km/h - 450t
e LR 200 kN
_ 27gm/s~450000kg _62.5s
200000 N :
Losung 5.5:
Epot = mgoh =5t-9,81 7 -1m
=5000kg-9,81 7 - 1m =49050J = 49,05kJ
Lésung 5.6:

Epor = mgoh = 110kg - 9,81 % - 500m = 540kJ

Loésung 5.7:

12kN

D 12000N
Epor = 5 A2 = ==—(20em)? = ———

5 (0,2m)”
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=240J

Loésung 5.8:
Ekin:%'uz 2FE\in 2E/‘pot EPOt:%AF 2§A12
v = — =\ =
m m m
DAI? 1kN/m - (10 2
= \/7 = /m - (10 cm) =10m/s
m 100 g —
Losung 5.9:

Exin = Epot = mgoh = 75kg- 9,815 - 10m = 7,36 kJ

2Ein 2mgoh
= :\/ nzo =/ 2g0h

v =
m
=4/2-9,81% -10m = 14m/s
Loésung 5.10:
P nh 0,7-3kW
= = = - 21 4 S
"TF T mge  1t-9,81% 2 dom/s
Loésung 5.11:
P=Fv=420N"-120km/h = 14kW
Losung 5.12: Wir verwenden k als Proportiona-
litatsfaktor:

W, = F, - Ar = kv? - v,t = ktv?
Wy = Fp1 - Arg + Fp1 - Arg = k‘v?l . 11(,1% + k‘vgg . UbQ%

= k%(“§1 + 052)

Wy kL(vp +vd,) v+,
Wa - k‘t’l)g - 2,0(?;
_ (50km/h)* + (150km/h)*
a 2(100 km/h)3 =1
Losung 5.13:
v? By = m 2 2Lkin
d= —sin(2 =7 " sin(2
9o (2¢) 9% (2¢)
2 Eyin . 2.5000J )
= o S(20) = e sin(2 - 459
mgo %) = g, s1g 1)
= @

A.6. Impuls und StoB

Lésung 6.1:

p=mv =1t-90km/h = 1000kg - 25 m/s = 25kNs
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Loésung 6.2:

p=Ft=10N-5s=50Ns

2 2 .
B — P (Ft) _ (ION-55) _195]
2m 2m .

Loésung 6.3:

P =po + Ap = /2mEyino + Ap
=+/2-6kg-3J4+6Ns=12Ns

2 12 Ns)?
Ban = 2= = UZNST_ 15
2m  2-6kg ——
p 12 Ns
= — = = 2
v=— 6ke m/s
Loésung 6.4:

p=mv=0,17kg-10m/s = 1,7Ns

_p_1,7Ns _
F_t_ 0,02s =8N

Lésung 6.5:

419
p=mv=>57g-251,4km/h = 0,057kg - ?m/s

= 3,9805 N
Loésung 6.6:
ol = (mg —my)ve + 2mvy v3=0 2my vy
2 ma o+ me my + ma
2'0743kg'20m/s
- =1,72 = 2km/h
000k + 0 kg 17200/ = D082
Loésung 6.7:

o myvy +mavz 1,2t -50km/h + 16t - 70 km/h

my + my 1,2t + 16t
=68,6km/h
L6sung 6.8:
Av v —wvy miv] + mova
Vo Vg Vg va(my + mo)

_ 7,349-10° kg-1023 km /s+5,974-10°* kg-29,78 km /s 1
- 29,78 km/s-(7,349-1022 kg+5,974-102% kg)

=0,0126 = 1,26 %




Losung 6.9: Aus der Auslenkung ¢ mit Pendellénge L? L? L?

1 ergibt sich die Hohe h = [(1 — cos ). 2Jmgo  2mr2mgy  2m2r2g
my + me my + me = (2Js)° =5,10m

n= 2goh = ———1/2gol(1 — cos ) 2-(0,2kg-1m)2-9,81 3 ~ =

- w\/zg,&g Tm- (1 — cos 27, 6°)

7,58 Losung 6.16: Da die benotigte Kraft zur Reduzierung
=400m/s der Fadenlinge radial wirkt bleibt der Drehimpuls un-
verédndert.

Lésung 6.10: a) Die rechte Miinze bewegt sich mit Los = In
v1 die anderen liegen still. Jo,5wo,5 = Jr1wi

Z mr0752w075 = 7)L7’12(JJ1
MMV, muvy (%}
b) vB = G =

2 2
= — 1 - Lm -
Do mi dm 4 wo,5 = Wi =1g7! =457t

0.5 " 0,25m?2
! O— OO

Loésung 6.17: Drehimpulserhaltungssatz:

__ Li=Lg
U3 | Vg Jiwi = Jowo
000 O— . JO
Wl =Wy — =Wg —————=
! 0 Jy 0 Jo + mr?
2
Lésung 6.11: = 1s_1 120 kg m
3 100kgm~ + 25kg - 1 m?
_ 9. ~1_o . -1 _ -1 4
w=2rn =27 -3000m 27 -50s 314,25 _ Bs_l "&10,2678_1
w 275087t 961. 852
o == ——- = S
t 1,23 —_
Losung 6.18:
Losung 6.12: A
g a= TL: M=Ja«a
m
M=F|= l=5kg-9,81—-0,2m = 9,81 N 1 mi
o & 2 emT Lo Aw = 27 - 3000 min~" - 6%““ — 10075~}
S
M MAt 10Ncm-10
e I 10(§m - =318gm’
Loésung 6.13: @ w s
v 4m/s 4
@ r 0,2m =

A.7. Schwingungen

J=mr*=0,5kg-(0,2m)* = 20 gm?

L=Jw=0,02kgm?-20s™! =0,4Js

2 kg m?
Frot = ng _ 0,02kgm” ng (20s1)2 =4

Lésung 7.1:

—

T=3,6s

6,3 ;
t=63s = 35T = 13T

Loésung 6.14: . . . .
Die Kugel befindet sich gerade in ihrer Ruheposition.

L=dp=dmv=0,2m-1kg-3m/s=0,6Js

Loésung 7.2:
J =mr? =1kg-0,2°m? = 0,04kg m?
- DGL: m§+ Ds =0

Ansatz: s(t) = ge!@itwo)

Loésung 6.15: $(t) = Siwei(witeo)
3 — 5,2 at(wtto)
h _ Epot _ Erot o J 2 L:_Jw J L 2 S(t) S("u € '
~ mgo  mgo 2mg0w ~ 2mgy \J Einsetzen: — méw2e!(@tt¢0) 4 Dgeilwtteo) —
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—mw?+D=0
D

w=\/—
m

§ und g ergeben sich durch die Startbedingungen.

Lésung 7.3:
D 10 N/m
f= 2 —
7r
=1,59Hz
Lésung 7.4:
f=— - /
2w 271' 1 5625 mo
1 D
=—4/— =100Hz - —
o Vo 1,5625 =Jo z
=80Hz
Loésung 7.5:
§=5-vV2=230V-vV2=325V
23 8
so 28 _2V25 V8 oy agry
0 T m —_—
Lésung 7.6:
b=w-§=2nf-§=271000s"'-10nm = 62, 8 ums
a=w?5=4n%f?. 5 =47*1000%>s72 - 10 nm
= 395mm/s?
. _ 2
Mittelwerte: s = — - §
i
1
Effektivwerte: s = — - §
V2
Scheitelw. | Mittelwert | Effektivw.
Position | 10nm 6,37 nm 7,07 nm
Geschw. | 62,8 um/s | 40,0 um/s | 44,4 ym/s
Beschl. | 395mm/s? | 251 mm/s? | 279 mm/s?
Losung 7.7:
w=4/2
l
9,81 %
l g—g: 901 S 74902 2 e - (5s)?
Wt (2mr) i
=6,21m
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Loésung 7.8:

Abklingkonstante § :
5(4T) = 5(0) - e~ T =
1 5(0) 1 10 .
0= -In = -ln— =6,39s
AT VEAT) T 4-20ms 60 =2t
Dampfungsverhéltnis K :

K= _100_
s(T)y 88
Déampfungsgrad ¢ :
9= 8 _ §5-T _ 6,39s571.0,02s
w 27 2

Amplitude nach 1s
3(1s) = 3(0) - e 915 =100 e~ 6395 15 = 0 16

(=

= 10,0203

Nej

Loésung 7.9:

1 1
k=—=——""—=25N
R 40mm/Ns 5Ns/m

v 1 [, k¥ 1 [D ¥

2) fri%Z% " om2 2V m a2
2 N 25 N 2
000N/m  (25Ns/m) _ 8,346 Hy

o7\ T0,5kg  2-(0,5kg)? 22t
Fa
§ \/m2 ""27‘*’0 +k2w2
b)
8(0) Fy
V/m? (02 —wy?)? +4202
mws
\/m2 —wo +k2w2
—1,377237,7%
) ( B2 )2 —
mD 2mD
L2
c) wr =1/ wy? — 52 =0
]{32
Wi =

k= \/2m?w3 = v2mD

= /2-0,5kg-2000m/Ns = 44,72 Ns/m

R= % = 22,36 mm/Ns

Loésung 7.10:

a) b) c)



Loésung 7.11:
f - wo - 1 2
T o o Chs-m

=39Hz

1 2
T o \/o, 00123m/N - 0,0135 kg

A.8. Starre Korper

Losung 8.1: Wir verschieben die erste Kraft auf die y-
Achse und addieren zwei sich kompensierende vertikal
Hilfskrafte von 1 N:

Position ‘ Kraft ‘ Geradengleichung
(0;1;0) | (4L,0)N y1 = o +1
(0-2:0) | (2-LON | go=—52 -2
Die beiden Geraden miissen sich kreuzen:
Y1 = Y2
1 +1= L 2
fT T T
T =—4
1
y=4% +1=0

Die resultierende Kraft ist die Summe der beiden Teil-
kréifte
Fo=Fi+F,=6N,

die irgendwo entlang der x-Achse, z.B. im Koordina-
tenursprung, angreift:

rs = (2;0;0)

Loésung 8.2:

M=rxF

= (rye; +ryey +1.€;) x (Fyey + Fye, + Fle,)
M, =rFy —ryF,
M, =M, + M.

=11y — ry1 Fo1 + 1ol — ry2Fn

=0,0lm- (—1N) 4 (=0,01m) - (-2N)

= 0,01 Nm

Losung 8.3: Mit der linken Masse mo im Koordina-
tenursprung folgt £1 = 1 m und x5 = Om.

_ mazy+mory  2kg-1m+5kg-0m
s mi1 + mo h 2kg+5kg
2
=-m=28,6cm

7

gemessen von der linken Masse ms.

Loésung 8.4:
- ZZ mir;  miTy + MaoTo + M3r3 + Myry
s = =
Yo my my + mg +mgz + my

10g-1+40g-1

s — =0.5

" = 10g +20g 1+ 30g +40g

L g 14d0g 1

¥ 10g+20g+30g+40g
30g-1+40g-1

roy = B 14296 0.7

10g+20g+30g+40g
rs = (0757036a077)

Losung 8.5: Wir teilen die Masse {iber die Flédchen
auf Zylindermantel und Boden/Deckel auf:

= m Ay o Tdh B 2mh
M Ay Ay T Trdhv2n T 2h+d
my =69g mpp = 30¢g
J:JJWJrJG:’rTlMTerLﬂbgDT‘2
7de2 mBDd2
o 4 8
-1 2 2 -1 2 2
:69g 0“cm 30g-10%cm — 210 kg em?
4 8 e,
Losung 8.6:
= w 1 /Dy 1 [ Dy
o 2n VT 2wV 2mer?
1 0,8 Nm 5
= ’ =—Hz=1,59H
277\/2-0,1kg-0,22m2 pz=10Hz

Losung 8.7:
pow L fmaol 1 [mgos 1 [3g0
2 2nV o J 2w\ ZL2 0 27V 2L
_ L [B98E ) gom
“ o\ 270,373m  =—=

Loésung 8.8:

2 2
J iy md
ZW?r =2 4rn? = 7?2

2 2 4

. 3.2
:MW2.5025_2:1110J

4
FE. 1110J
h= 2t = — =56,6
mgo  2kg-9,81 5

Erot =

B

Loésung 8.9:

ETOE:%""Q 2-Erot Erot=Epot 2‘Epot 2D7m<‘02
w = = =
V J V J J
D, 02 2Nm - 12 151
= = = S
J 2kg m?

()



Loésung 8.10:

vy — Prot _ Pt _ 60000W

w  2mn 2w 100s~!

= 95,5Nm

Lésung 8.11:

Erot + Ekin = Epot

J
§w2 + %vz = mgoh
2mr2
52 w? + 5 v? = mgoh
2 2
T o5 v
i Z — aoh
5w + 5 90
v2 02
— 4+ — =goh
5 + 5 — 90
\/1090h \/10~9,81§;-0,2m
v = =
7 7
=1,67Tm/s
v 2v  2-1,6Tm/s 1
= —_-e—— = — = 67,0
@ r d 0,05m 2078
Losung 8.12:
oW 2rn 27nJ 27rn%7“52 B rnmdg?
a « B % - M - 2FT’I“T - 8FT7“T
T st -1000kg - 1,52 m?
= =18,4s
8-10N-0,8m
Losung 8.13:
Fr+Fy =F
M
mga + — = Mmggo
rw
Ja
Mmpa+ — = Mggo
rw
MTWQ . _a
mga + W = mpgo
rw
mwa
mga + TW = mEggo
_ __MEg _ 9o
mp T g
Fiir eine konstante Beschleunigung folgt:
4o 49 mpgot®
t) = t+ 2= 2= —20°
s(t) = so vl + ot = St =
2 251 (1 + 2w
t(s1) = it 71( )
a 9o
2.5m- (14 2ke_
= Ut rok) 1,11s

9,813
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Losung 8.14: Bei min. Geschwindigkeit gleichen sich
Zentripetalkraft und Gewichtskraft, bzw. Erdbeschleu-

nigung und Zentripetalbeschleunigung. Mit a = %
folgt:

2 godr

v =gorL = 5

Epot = Erot + Ekin

mgoh = %wz + %U2
mgoh = 2?; : TQ;; + 51)2
7d 7-20
h=p = 2ocm =L
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